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Cadre et probléme

Exemple de modélisation par équations structurelles

Légende :

D Variable latente
[ ] variable observable

—> Relation de causalité

‘Note ‘ P{apporl qualité—prix‘ El

Satisfaction générale
Qualité de conduite Qualité de...

Qualité du produit
‘Consommation ‘ ‘Bruit‘ B ‘Tenue de route ‘ ‘Reprise‘ ‘Freinage‘ B B B E

Figure : Etude de la satisfaction d’'une gamme automobile : cas de
plusieurs variables latentes explicatives et une dépendante
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Cadre et probléme

Exemple de modélisation par équations structurelles

Légende :

D Variable latente
[ ] variable observable

—> Relation de causalité

‘Note ‘ P{apporl qualité—prix‘ El

Satisfaction générale
Qualité de conduite

Qualité du produit

‘Consommation‘ ‘Bruit‘ B ‘Tenue de route ‘ ‘Reprise‘ ‘Freinage‘ B

Figure : Etude de la satisfaction d’'une gamme automobile : cas de deux
variables latentes explicatives et une dépendante
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Cadre et probléme

Exemple de modélisation par équations structurelles

Légende :

D Variable latente
l:l Variable observable

— Relation de causalité

Qualité de conduite

‘Tenue de route ‘ ‘Reprise‘ ‘Freinage ‘ E

Figure : Etude de la satisfaction d'une gamme automobile : un modéle de
mesure
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Cadre et probléme

Exemple de modélisation par équations structurelles

Légende :

D Variable latente
l:l Variable observable

— Relation de causalité

Satisfaction générale
Qualité du produit Qualité de conduite

Figure : Etude de la satisfaction d'une gamme automobile : modéle
structurel
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Cadre et probléme
€000

Schéma du modeéle structurel a 2 facteurs explicatifs et un

dépendant

Facteur dépendant -
Légende :

_s Modeéle structurel

(O Variables latentes :
facteus

Facteurs explicatifs

Figure : Modéle structurel a 2 facteurs explicatifs et un dépendant

Ecriture du modéle :

} Modéle de mesure
g = flct +f2c? + 8 | Modele structurel
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Cadre et probléme
0e00

Schéma du modéle complet a 2 groupes de variables

explicatifs et un dépendant

- - G Légende :

; y y > modele structurel

ttt EI T modele de mesure

; (SIS

: i &1 vo

s lien de causalité de mesure
—— lien de causalité structurel

] [ I | Vo
1 2,2
IO SR s G202 xR

Figure : Modeéle complet a 2 groupes de variables explicatifs et un
dépendant

Estimation par algorithme EM d’un SEM a facteurs



Cadre et probléme
[eYe] Yo

Schéma du modéle complet avec adjonction de covariables

Y 1
g Légende :
0
b 5 D i woe Modele de mesure
o .
. —5 modele structurel

O  facteur

®  variable observable

2
a
-

2 N .,
X 7
2
D
-

1
Modeéle de mesure de X

Figure : Modéle complet avec adjonction de covariables

Ecriture du modeéle :

Y =TD+gb +¢¥ R
Wme[1,2] L Xm = Tmpm 4 fmgm 4 cm Modéle de mesure

g=flcl +f2c% &8 } Modéle structurel
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Cadre et probléme
ocooe

Y =TD+gh +c” Modéle de mesure
Vme [1,2] ¢ XM= TmD™ 4 fmam 4 ¢m
g=flct +f2c% +c8 } Modele structurel

Hypothéses

Observations indépendantes i € {1, ..., n},
@ Modéle structurel :
fm~N(0,/d,), me {1,2} nombre de facteurs explicatifs.
€& ~ N (0, Idy)

€&, f1, f2 mutuellement indépendants.

o Modéle de mesure :

el ~ N(O, Gf,ldqy); el ~ N(0, alzn/dqm)

Notation : @ = {D, D', D? b, a', a° c1 c?,0%,02,02} de

dimension K =5+ qy(rr +1) + E Gm(rm + 1), les paramétres.
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Cadre et probléme
®0

@ Estimation des paramétres 6.

@ Estimation des facteurs g, ™.

— Plusieurs approches possibles
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Cadre et probléme
oe

Différentes approches : PLS (Wold, 73) vs LISREL

(Joreskog, 1970)

Caractéristiques LISREL PLS
Prévision (calcul des
Objectif Validation d'un modéle Variables Latentes
(V.L))
Composantes
Facteurs non estimés, calculées (combinaison
V.L. hypothése de distribution linéaire de ses Variables
gaussienne Observées (V.0.)) —
contrainte
. quepenQance et Indépendance des
Hypothéses distribution normale .
o , données
multivariée des données
Méthodologie ASC et Maximum de :Ens(:ilrr:ia:tefr::a(::s et
& Vraisemblance (MV) , .
régressions

< |dée : Estimation via algorithme EM
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Estimation du modéle par EM
°

Algorithme EM (Dempster et al., 1977)

0 € © : paramétres
z : les données observées; h : les données manquantes
p(0) fonction de densité de (z, h)

@ Estimer § — maximiser la log-vraisemblance £ complétée des
données manquantes.

L(0; z, h) = In[p(z, h; )]

@ Algorithme a deux étapes E ("Expectation") et M
("Maximization") qui résout itérativement :

0

S7EAE(: 2.1) = 0 o)
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Estimation du modéle par EM
®000

Log vraisemblance du modéle

Z = (Y, X1, X?) (variables observées)
h = (g, f', f?) (facteurs : nos variables latentes)

La log vraisemblance complétée & maximiser :

L(6;Z,h) —*Z{/n\wv|+/n|¢1l+/n|¢z|

+(yi—D’t-—g,- )Yyt (vi D’t'—gfb)

+ (¢t — DYt} — fla l)w ' = DVe} —a)
+(x,-2702’ - @) OF - ?ffﬁaz)
+ (g — ' £ = P+ (F) (,-)2}+A

Ou, § = {D,D*, D? b,a",a° ct,c? 0%,0%,03}. Avec,
Yy = 02 ldy,, 1 = 02ldg,, 12 = 03ldg, et A une constante.
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Estimation du modéle par EM
000

Résolution : estimation des paramétres

@ Par résolution de (1 ) on obtient
0 ={D,D!,D2,b,al, a2, cl, 2 03,020 }

Exemples de formules solutions :

C/‘\l — (012+?§)§—(013+@023+ﬁ)
$1<$2 (023+1112)2
— D't|1? + 11B112%; — 2(y; — D'ti)'bai}

o2
Ty
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Estimation du modéle par EM
000

Résolution : estimation des paramétres

@ Par résolution de (1 ) on obtient
0 ={D,D!,D2,b,al, a2, cl, 2 03,020 }

Exemples de formules solutions :

1 — (0'12"‘7?17@')?—(0'13-‘1-@023—&-@)

P2 —(023+f112)2
n ] AN,
— D't;||? + 11BI[2%; — 2(y: — D't;)' bz}

o Les paramétres estimés dépendent des facteurs g;, !, /7 et

des carrés des facteurs 7;, (;5}, qﬁ,Z.
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Estimation du modéle par EM
00®0

Résolution : estimation des facteurs

@ On explicite :

my 011 012 013
hilzi ~ N(Mi(0) = | m2; | ,X(0) = | 021 022 o023 |)
ms; 031 032 033

: 5 £l 2 s 7 Al B2 par -
@ On estime les facteurs g;, 1!, ~ et leurs carrés 7;, ¢, ¢3 par :

g =Ezlg] = my; 7i = Ez[g7] = m? +on
f=E5[f] = mo; 0 =E4[(f1)] = m? + 022
7 = B[] = ms; 0F = B5 [(f7)°] = msf + 033
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Estimation du modéle par EM
ocooe

Algorithme

Faire schéma Algo.
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Application sur données réelles
©0000

Application : étude de la qualité de vie (QdV)

@ Données issues d'un questionnaire dont la structure génére la
modélisation proposée.

Légende :

Statut Global de Santé
.

» modeéle de mesure

——> modéle structurel

O facteur

. variable observable

et dimension de QdV

facteur
fonctione

. 2
facteur X

symptomatique
2

Modele de mesure

1
des dimensions fonctionnelles X de QdV/

Figure : Modéle conceptuel de la qualité de vie relative a la santé en
cancérologie

Application faite conjointement avec Antoine Barbieri et Caroline Mollevi (ICM; Montpellier).
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Application sur données réelles
0@000

Proposition d'une approches en deux étapes : protocol

outils

@ Objectif : Modéliser le statut global de santé (QL2) par un
facteur fonctionnel et un facteur symptomatique a plusieurs
temps de visite.

Protocole Outils
Etape 1 Etude transversale SEM, facteurs
A chaque visite fixée : — 2 facteurs f1 (resp. £2)
reconstruction de deux facteurs résumant les dimensions fonctionnelles
expliquant le QL2. (resp. symptomatiques).
Etape 2 Etude longitudinale LMM
Expliquer QL2 a partir des f* et £2 fondé sur les facteurs f1, 2
reconstruits a chaque visite. plus covariables.

e Avantage : L'étude longitudinale n'est plus faite dimension
par dimension (variable par variable).
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Application sur données réelles
00000

Etape 1 : résultats

@ Influence du traitement par visite :
o Corrélation entre fZ" avec la covariable R traitement (abscisse)
et P sans la covariable (ordonnée) (m = 1,2) aux 8 visites.

Figure : Corrélations entre f3 et f1 pour 73 patientes traitées par
"radiothérapie-létrozole concomitant" et 70 par "radiothérapie
suivie par létrozole".
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Application sur données réelles
0000

Etude longitudinale (LMM, facteurs)

@ Outils : Modéle linéaire mixte (LMM)
o Avantage :
o Prendre en compte la variabilité induite par les données
répétées dans le temps pour un méme patient.
o Quantifier la part d'information apportée par les variables
explicatives.

Yiv=a+ X;'vﬁ + U;-E,- +eiv

partie fixe( )?i’u\j’—&-covariables) partie aleatoire(individu,intercept,visite)

Hypothéses

o ¢y ~ N(0, 02), indépendants des facteurs;

0 & ~N(0,Y)
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Application sur données réelles
0000e

Etape 2 : analyse longitudinale et choix de modéle (BIC)

Yiv = a+Pify+ Bofl + &+ e

@ Part d'information portée par les différents éléments du

modeéle :
Complet  Sans fTe Sans f:l/ Sans & Sans (1% f,?)
BIC 6440.4  6481.6 6516.2 6568.2 6823.0
Différence 41.2 75.8 127.8 382.7

o Le facteur fonctionnel (fl) apporte environ deux fois plus
d'information que le facteur symptomatique (£2).

o La part individuelle du modéle (&;) apporte de I'information
pour expliquer la variable réponse (QL2).

o Les facteurs sont fortement corrélés (-0.8) = leur présence
dans le modéle a du sens.
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Conclusion

Conclusion : _
Caractéristiquey LISREL PLS Els\’zlmatlon par
Obiectif Validation d'un Prévision (calcul | Validation et

) modéle des V.L.) Prévision
VL fac.teulrs non comp?santes facteurs estimés
estimés calculées
3 . ASC et max. de estl_matlon des, Max de vrais et
Méthodologie . moindres carrés
vrais. . . EM
et régressions
Matrices non )
Convergence o ., observée les deux
définies positives
gs%polj);ze modeérée ( < grande (100 VL, modulable
. 100 VO) 1000 VO)
possible
Taille min. de || grande (n € faible (n € moyenne
I'échantillon {200, ...,800}) {30,...,100}) n> 100
Temps de qu.elques non testé quelques
calcul minutes secondes
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Résultats moyens sur 100 jeux de données simulés

o Critére d'arrét : choix de ¢ = 1072
Convergences obtenues < 5 itérations

T = 2 | o
L U ° =
Figure : Boxplot 1 Figure : Boxplot 2

Boxplot 1 : Corrélations entre (g, f1, f2) simulés et leurs
estimations.

Boxplot 2 : Ecarts relatifs en valeur absolue moyens pour chacun
des éléments de 6, entre sa valeur simulée et son estimation.

21/21 M. Tami Estimation par algorithme EM d’un SEM a facteurs



Analyse de sensibilité pour différentes valeurs de g,

- Figure : Moyennes des estimations
S - pour plusieurs valeurs de g des
S —— paramétres scalaires ¢!, 2, o2
avec /Cysy,

0o g=qy —q = q—

S {50, 10, 20,40} pour
R n = 400.

N @ 100 jeux de données
P simulés pour chaque cas.

o Mémes résultats pour o2 et
3.
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Analyse de sensibilité pour différentes valeurs de g

Figure : Boxplot des corrélations entre les facteurs simulés et leur
estimations pour différentes valeurs de g

o A partir de g = 10, pour un nombre d'observations de n = 400
on a une bonne qualité d’estimation des facteurs et des
paramétres.
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Analyse de sensibilité pour différentes valeurs de n,

c

c2

0m0 035 0w 0 00

s 100 1 20 250 00 3 400
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Figure : Moyennes des estimations
pour plusieurs valeurs de n des
paramétres scalaires ¢!, 2, o2

avec ICysy,

e n = {50, 100,200,400}
pour g = 40.

@ 100 jeux de données
simulés pour chaque cas.

o Mémes résultats pour o2 et

2
o5.



Analyse de sensibilité pour différentes valeurs de n

094 095 096 087 098 089 1.00
L

Figure : Boxplot des corrélations entre les facteurs simulés et leur
estimations pour différentes valeurs de n

o A partir de n = 100, pour un nombre de variables de g = 40
par bloc on a une bonne qualité d'estimation des facteurs et
des paramétres.
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Plan de simulation

Y =TD+gb +¢¥
X1 = TID! + fla¥’ + eX* } Modéle de mesure
X2 = T2p2 4 £252 Jrgxz

g="flct +f2c? 4 ¢8 } Modele structurel

© Choix des dimensions : n=400, qy=g1=q>=40,
r7-=r1=r2:2
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Plan de simulation

Y =TD+gb +¢¥

X1 = TID 4 flal' 4 X Modéle de mesure
X2 =T2D2 4 252" 4 X
g="flct +f2c? 4 ¢8 } Modele structurel

© Choix des dimensions : n=400, qy=g1=q>=40,
r7-=r1=r2:2

@ Définition des

Modéle de mesure

D=D!=D?=(1,2,..,80)
b=al =a%=(1,2,..,40)

a§<1=0§<2=0%,=1

parametres :
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Plan de simulation

Y =TD+gb +¢¥

X1 = TID 4 flal' 4 X Modéle de mesure
X2 =T2D2 4 252" 4 X
g="flct +f2c? 4 ¢8 } Modele structurel

© Choix des dimensions : n=400, qy=g1=q>=40,
r7-=r1=r2:2

@ Définition des

Modéle de mesure

D=D!=D?=(1,2,..,80)
b=al =a%=(1,2,..,40)

a§<1=0§<2=0%,=1

parametres :

Modeéle structurel

cl=c’=1
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Plan de simulation

Y =TD+gb +¢¥

Xt =TIDt 4 13V +5
X2 =T2D2 4 252" 4 X
g="flcl +f3c?+¢8

Modéle de mesure

} Modéle structurel

@ Choix des dimensions : n=400, qy=q1=g,=40
r7-=r1=r2:2

@ Définition des

Modéle de mesure

D= Dl—Dz—(l 2,...,80)
b=al =2 (1 2,...,40)
= = = 1
0% = 0% = 0%y =

parametres :

Modeéle structurel
1

cl=c2=1

© Création des données Y, X1, X2

Simulation de 1, f2, <8 = création de g.

Simulation de eY, &1, €2, T, T1, T2 = création de Y, X! X2
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Exemple : I'approche LISREL

Formulation du modéle dans la littérature :

y=NANn+e
x =N&+ 06 (Modele de mesure)
n=Bn+T&{+( (Modele structurel)

ou, Ay, A, B, T matrices des coefficients; €, d, ¢ les erreurs de

mesure.
Hypothéses :

> les variables observées sont normales multivariées.

> ¢ et & non corrélées. > € et 1 non corrélées.

> | — B non singuliére. > & et £ non corrélées.

> E(¢)=E(&)=E(n)=0. > €, 0 et ¢ mutuellement non corrélées.
> V()= o, V(¢)=V. > E(e)=E(0)=0.

> V(€)= O., V(6)=0%.
2 T T e



Exemple : I'approche LISREL

Soit, © = { A, ,A(,B,I,®,W,0.,0; } I'ensemble des paramétres,
3 la matrice des covariances entre y et x, supposée définie positive.

@ Meéthode d'estimation : hypothése fondamentale :

Y =3(0)
=
( V(y) cov(y,x)> (A= B)THIOM + W)[(1 = B)TA, + O Ay(I — B)TIOA
COV(x,y) V(x) - Ax®T[(1 = B)TY'A,, Ax®N] + O

@ A l'aide de S la matrice des covariances observées ( supposée
définie positive), on explicite 3(@) en minimisant la fonction
basée sur le maximum de vraisemblance (ML),

Fni(S,Z(9)) = log|Z(©)| + tr(SZ(©)~!) — log|S| — cste
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Autres fonctions @ minimiser (moindres carrés) :
Fuis(.2(0)) = ()r((S — 5(6))?)
Fous(5.7(0)) = (;)tr(S (S ~ T(O)))

Fapr(S,(0)) = (S — £(©))W (S — £(©))

W une matrice de poids.
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L'identité de Fisher (1925) :

/n[p(z 0)] = IEh[ 5 /nlp(z, i 0)]]

@ EM revient a résoudre itérativement :
EAL nlp(z, ; 0)]] = 0
@ Une vision classique de EM d'un point de vu algorithmique :
EPS Inlp(, b0 = 019))) = < (B [nlp(z, .0 = 61)])
< Comme p(h|z; 0 = 0lt) ne dépend pas de 6, on peut sortir

I'opérateur de dérivation de I'espérance conditionnelle a I'itération

[t].
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S lnlp(y: )] =0 = (19);’;/[(y 01=0

ae/f/n[p(y, f;0)]df =0

1 0 _ B
p(y9)/,:80/n[p(y’ f;0)]df =0

/(%/n[p(y, FiO]ply. £:0)
roopPy.£:0)  ply:0)

= [ Spinlply. 50)lp(fly; ) 0

=0

= BJhlp(y, £ 0)] =0

Ou IE;[] I'espérance par rapport a la distribution conditionnelle des
données f sachant y.
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Ecart relatif a la solution attendue :

|9estim —Osimul ‘

esimul
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— —

MX’ — xI — affr

, BY-Y&

b= = =2
Y— &

- ﬁx’—?fo

S —
¢r_fr

N (012 + ﬁ§)¢2 — ((713 +%)(Jz3 + ﬁﬁ)

oLo? — (023 + F1F2)2
~ (013 + F2B)! — (012 + F18) (023 + F1F2)

2=

G192 — (033 + F1F2)2

—

1 & 7 ~2
Tt = o I = XTI 1170 - 20
"i=1

—

— pX)arfry
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Généralisation du modeéle & R groupes de variables

explicatifs et 1 groupe dépendant

. r . . .
Soit, u”, ,uX les vecteurs moyennes, A, B matrices des coefficients
r .
et £¥, eX", 26 les matrices des erreurs.
Ecriture générale du modéle :

Y =1, +GB+e
X =1pX + FFA + X vr=1,..,R (Modele de mesure)

R
G= Z{FrC’} + &% (Modele structurel)
r=1

Sous contraintes d'identifiabilité, les hypothéses sont :

Soit i une observation, > s‘-G, mutuellement indépendants des F” pour tout observation i.
> F7 ~ N(0,). o2, 0 7% 0
b X~ N Uy ) g) ~ N, By ’ )
S ~ N, 1) > ¥xr = - et vy = .
2 2
0 9r.ar 0 Uquy
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