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Schéma du modèle structurel à 2 facteurs explicatifs et un
dépendant

Figure : Modèle structurel à 2 facteurs explicatifs et un dépendant

Écriture du modèle :{
...

}
Modèle de mesure

g = f 1c1 + f 2c2 + εg
}
Modèle structurel
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Le modèle complet à 2 groupes de variables explicatifs et un
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Écriture du modèle :
Y = 1nµ

Y ′
+ gb′ + εY

X 1 = 1nµ
X 1 ′

+ f 1a1′ + εX
1
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X 2 ′

+ f 2a2′ + εX
2

Modèle de mesure
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}
Modèle structurel
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Le modèle complet à 2 groupes de variables explicatifs et un
dépendant

Modèle et dimensions :
Y = 1nµ

Y ′
+ gb′ + εY (n, qY ) = (n, 1)(1, qY ) + (n, 1)(1, qY ) + (n, qY )

X 1 = 1nµ
X 1 ′

+ f 1a1′ + εX
1

(n, q1) = (n, 1)(1, q1) + (n, 1)(1, q1) + (n, q1)

X 2 = 1nµ
X 2 ′

+ f 2a2′ + εX
2

(n, q2) = (n, 1)(1, q2) + (n, 1)(1, q2) + (n, q2)
g = f 1c1 + f 2c2 + εg (n, 1) = (n, 1)(1, 1) + (n, 1)(1, 1) + (n, 1)

n observations.
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Y = 1nµ

Y ′
+ gb′ + εY
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X 1 ′
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Hypothèses :
Observations indépendantes i ∈ {1, ..., n},

Modèle structurel :
f r ∼ N (0, Idn), r ∈ {1, 2} nombre de facteurs explicatifs.
εg ∼ N (0, Idn)
εg , f 1, f 2 mutuellement indépendants.
Modèle de mesure :
εYi ∼ N (0, σ2

Y
IdqY ) ; ε

X r

i ∼ N (0, σ2
Xr Idqr )

Notation : θ = {µY , µX 1
, µX

2
, b, a1, a2, c1, c2, σ2

Y , σ
2
X1
, σ2

X2
}, les

paramètres.
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Le modèle
La question de l’estimation

But :
→ Estimation des paramètres θ.
→ Estimation des facteurs g , f r .

↪→ Plusieurs approches possibles
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Le modèle
La question de l’estimation

Différentes approches

Approche de type PLS :
↪→ PLS (Partial Least Squares) : estimation des moindres
carrés (Wold, 1973).
↪→ ...
Analyse de la structure de covariance :
↪→ LISREL (LInear Structural RELations)(Jöreskog, 1970).
↪→ ...
Estimation via algorithme EM.
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Généralités sur l’algorithme EM
Méthode d’estimation et algorithme

Algorithme EM (Dempster et al., 1977)

θ ∈ Θ : paramètres
z : les données observées ; h : les données manquantes
p(θ) fonction de densité de (z , h)

Estimer θ → maximiser la log-vraisemblance L complétée des
données manquantes.

L(θ; z , h) = ln[p(z , h; θ)]

Algorithme à deux étapes E ("Expectation") et M
("Maximization") qui résout itérativement :

∂

∂θ
Eh
z [L(θ; z , h)] = 0 (1)
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Log vraisemblance du modèle

Z = (Y ,X 1,X 2) (variables observées)
h = (g , f 1, f 2) (facteurs : nos variables latentes)
La log vraisemblance complétée à maximiser :

L(θ; Z , h) = −1
2

n∑
i=1

{qY ln(σ2
Y ) + qX1 ln(σ2

X1) + qX2 ln(σ2
X2)

+ σ−2
Y (yi − µY − gib)′(yi − µY − gib)

+ σ−2
X1 (x1

i − µX1
− f 1

i a1)′(x1
i − µX1

− f 1
i a1)

+ σ−2
X2 (x2

i − µX2
− f 2

i a2)′(x2
i − µX2

− f 2
i a2)

+ (gi − c1 f 1
i − c2 f 2

i )2

+ (f 1
i )2 + (f 2

i )2}+ cte

Où, θ = {µY , µX 1
, µX

2
, b, a1, a2, c1, c2, σ2

Y , σ
2
X1
, σ2

X2
}.
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Résolution

θ̂ = {µ̂Y , ˆµX 1 , ˆµX 2 , b̂, â1, â2, ĉ1, ĉ2, σ̂2
Y ,

ˆσ2
X1
, ˆσ2

X2
} calculable

explicitement par résolution de (1).
↪→ Besoin de :

hi |zi ∼ N (mi (θ) =

m1i
m2i
m3i

 ,Σi (θ) =

σ11i σ12i σ13i

σ21i σ22i σ23i

σ31i σ32i σ33i

)

Ex : µ̂Y = Y − b̂g̃
où g̃i = Ehi

zi [gi ] = m1i

Les autres paramètres sont aussi calculables et dépendent de :
γ̃i = Ehi

zi [g
2
i ] = m1

2
i + σ11i

φ̃1
i = Ehi

zi [(f
1
i )2] = m2

2
i + σ22i

φ̃2
i = Ehi

zi [(f
2
i )2] = m3

2
i + σ33i

f̃ 1
i = Ehi

zi [f
1
i ] = m2i

f̃ 2
i = Ehi

zi [f
2
i ] = m3i
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Algorithme

1 Choix de θ[0]

Pour tout itération [t],
2 Calcul de la distribution h|z .
3 Étape E : avec la valeur courante θ[t],
→ Estimation des g ,f r , ∀r via g̃ = Eh

z [g ], f̃ r = Eh
z [f r ].

→ Calcul des γ̃ = Eh
z [g2], φ̃r = Eh

z [(f r )2].
4 Étape M : on actualise θ[t+1] en injectant les g̃ , f̃ r , γ̃, φ̃r

dans les formules solutions de (1).

On repasse alors à l’étape E puis M, et ainsi de suite.
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Plan de simulation d’un jeu de données
Résultats


Y = 1nµ

Y ′ + gb′ + εY

X 1 = 1nµ
X1 ′

+ f 1a1′ + εX
1

X 2 = 1nµ
X2 ′

+ f 2a2′ + εX
2

Modèle de mesure

g = f 1c1 + f 2c2 + εg
}

Modèle structurel

1 Choix des dimensions : n=250 ; qY=q1=q2=10

2 Définition des paramètres :
Modèle de mesure :
µY = µX

1
= µX

2
= vecteur nul de longueur 10

b=(0.07,0.08,0.09,0.1,0.11,0.12,0.13,0.14,0.15,0.2)
a1=a2=(0.7,0.8,0.9,1,1.1,1.2,1.3,1.4,0.7,0.8)
σ2
Y=σ

2
X 1=σ2

X 2=0.25

Modèle de
structure :
c1=c2=10

3 Création des données Y ,X 1, X 2 :
Simulation de f 1, f 2 εg ⇒ création de g .
Simulation de εY , εX

1
, εX

2 ⇒ création des données Y , X 1 X 2.
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Plan de simulation d’un jeu de données
Résultats

Résultats moyens sur 100 jeux de données

Écart à la solution attendue : ‖θattendu − θfinal‖

θ̂ µ̂Y ˆµX1 ˆµX2 b̂ â1 â2 ĉ1 ĉ2 σ̂2
Y , σ̂2

X r

écart 0.09 0.09 0.09 0.04 0.31 0.33 0.88 0.47 0.03
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Conclusion :
Méthode d’estimation par maximum de vraisemblance via
l’algorithme EM.
Avantage de EM :
→ maximisation de log-vaisemblance complexe
→ variables latentes

Perspectives :
Comparer cette méthode aux existantes (efficacité, temps de
calcul).
Généralisation possible
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