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Cadre et probléme

Le modéle
La question de |'estimation

Exemple de modélisation par équations structurelles

Légende :

D Variable latente
[ ] variable observable

— Relation de causalité

‘Note ‘ Plapport qualité—prix‘ “

Satisfaction générale

Qualité de conduite

Qualité du produit
‘Consommaﬁon ‘ ‘Bruit‘ E ‘Tenue de route ‘ ‘Reprise‘ ‘Freinage‘ B E E E

Figure : Etude de la satisfaction d'une gamme automobile : cas de
plusieurs variables latentes explicatives et une dépendante
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Cadre et probléme
Le modéle
La question de |'estimation

Exemple de modélisation par équations structurelles

Légende :

D Variable latente
[ ] variable observable

— Relation de causalité

‘Note ‘ Plapport qualité—prix‘ “

Satisfaction générale
Qualité de conduite

Qualité du produit

‘Consommaﬁon‘ ‘Bruit‘ E ‘Tenue de route ‘ ‘Reprise‘ ‘Freinage‘ B

Figure : Etude de la satisfaction d'une gamme automobile : cas de deux
variables latentes explicatives et une dépendante
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Cadre et probléme
Le modéle
La question de |'estimation

Exemple de modélisation par équations structurelles

Légende :

O Variable latente
[ ] variable observable

— Relation de causalité

Qualité de conduite

‘Tenue de route ‘ ‘Reprise‘ ‘Freinage ‘ E

Figure : Etude de la satisfaction d’une gamme automobile : un modéle de
mesure
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Cadre et probléme
Le modéle
La question de |'estimation

Exemple de modélisation par équations structurelles

Légende :

O Variable latente
[ ] variable observable

— Relation de causalité

Satisfaction générale
Qualité de conduite

Qualité du produit

Figure : Etude de la satisfaction d'une gamme automobile : modéle
structurel

2/18] M. Tami

Estimation par algorithme EM de SEM a facteurs



Cadre et probléme

Le modéle
La question de |'estimation

Schéma du modeéle structurel a 2 facteurs explicatifs et un
dépendant

Facteur dépendant -
Légende :
_5 Modele structurel

@) Variables latentes :
facteurs

Facteurs explicatifs

Figure : Modéle structurel a 2 facteurs explicatifs et un dépendant

Ecriture du modéle :

} Modéle de mesure
= flcl + f2c2 + 8 } Modeéle structurel
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Cadre et probléme

Le modéle

La question de |'estimation

Schéma du modéle complet a 2 groupes de variables
explicatifs et un dépendant

Légende :
-~ Modele de mesure

—— modéle structurel

O facteur

variable observable

o 1
Modéle de mesure de X

Figure : Modéle complet a 2 groupes de variables explicatifs et un
dépendant
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Cadre et probléme

Le modéle

La question de |'estimation

Le modeéle complet a 2 groupes de variables explicatifs et un
dépendant

Ecriture du modéle :

Y =10 +gb +¢
X1 — ]ln,uxl/ RS US U ¢
X2 — ]1,,,u,Xz, 422" 4 X?
g=flct +f2c% 4 ¢8

Modéle de mesure

} Modéle structurel
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Cadre et probléme
Le modéle
La question de |'estimation

Le modeéle complet a 2 groupes de variables explicatifs et un
dépendant

Modéle et dimensions :

Y=1,u" +gb+e"  (naqy)=(n1)(1,qy)+(n1)(Lay) + (nqy)
Xt = 10X 4 fla + X (n,q1) = (. 1)(L, 1) + (0, 1)(1, qu) + (. 1)
X2 = 105" 4 222 + 5 (n,q2) = (n.1)(1, q2) + (n, 1)(L, q2) + (1, G2)
g=flct 4+ f2c% 4 ¢8 (n,1) =(n,1)(1,1) 4 (n, 1)(1, 1) + (n,1)

n observations.
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Cadre et probléme

Le modéle
La question de |'estimation

Y =1,uY +gb +eY
X1 =1,%" + flat’ + X* } Modéle de mesure
X2 = 1,05 4 202 4 X
g=flcl 4+ f2c% +¢8 } Modéle structurel
Hypothéses :
Observations indépendantes i € {1, ..., n},

@ Modéle structurel :
fr ~ N(0,Id,), r € {1,2} nombre de facteurs explicatifs.
€& ~ N(0, Idy)
€&, f1, 2 mutuellement indépendants.

o Modéle de mesure :
el ~N(0, 021dg ); eX" ~ N(0, 02, 1dy,)

. 1 2
Notation : @ = {uY, X", /%", b, al,az,cl,c2,af,,a2 2.}, les

x17 7 x27!
paramétres.
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Cadre et probléme
Le modéle

La question de |'estimation

o But:
— Estimation des paramétres 6.
— Estimation des facteurs g, f".

— Plusieurs approches possibles
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Cadre et probléme
Le modéle
La question de |'estimation

Différentes approches

@ Approche de type PLS :
— PLS (Partial Least Squares) : estimation des moindres
carrés (Wold, 1973).

@ Analyse de la structure de covariance :
— LISREL (LInear Structural RELations)(J6reskog, 1970).

@ Estimation via algorithme EM.

9/18] M. Tami Estimation par algorithme EM de SEM a facteurs



Estimation du modéle par Algorithme EM Généralités sur |'algorithme EM
Méthode d’estimation et algorithme

Algorithme EM (Dempster et al., 1977)

0 € © : paramétres
z : les données observées; h : les données manquantes
p(#) fonction de densité de (z, h)
@ Estimer 8 — maximiser la log-vraisemblance £ complétée des
données manquantes.

L(0; z, h) = In[p(z, h; 6)]

@ Algorithme a deux étapes E ("Expectation") et M
("Maximization") qui résout itérativement :

)
%Eﬁ[ﬁ(e; z,h)] =0 (1)
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Estimation du modéle par Algorithme EM Généralités sur |'algorithme EM
Méthode d’estimation et algorithme

Log vraisemblance du modéle

Z = (Y, X%, X2) (variables observées)
h = (g, f1, f?) (facteurs : nos variables latentes)
La log vraisemblance complétée & maximiser :

1 n
L£(0;Z,h) =~ > {avIn(a3) + gxaln(oka) + ax2In(ok2)
i=1
2(yi— " —gib)(yi — n” — gib)
+ o — " = 1al) (o — X — flat)
+ 030 =i = ) (F — X~ £2)
+ (g —ct 1= )

+ ()2 + (F2)%) + cte

+oy

S0 — (Y Xt X2 1.2 .1 .2 2 2 2
OU:G—{M 7M ,,LL 7b7a7a7C7C70Y7JX17JX2'

11/18 M. Tami Estimation par algorithme EM de SEM a facteurs



Estimation du modéle par Algorithme EM Généralités sur |'algorithme EM
Méthode d’estimation et algorithme

Résolution

A ~ ~ 1 /\2 A A S IS ~ ~ N N

o O ={uY, Xt uX?,b, 31,32,c1,c2,a$,0)2(1,0)2(2} calculable
explicitement par résolution de (1).
— Besoin de :

my 011; 012; O013;
hilzi ~ N(mi(0) = | ma; | ,Xi(0) = | 021, 022, 023; |)
ms; 031, 032, 033

o Ex: Y =Y —bg
ou g; :ngi[gi] = my;
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Estimation du modéle par Algorithme EM Généralités sur |'algorithme EM
Méthode d’estimation et algorithme

Résolution

A ~ ~ 1 /\2 A A S IS ~ ~ N N

o O ={uY, Xt uX?,b, 31,32,c1,c2,a$,0)2(1,0)2(2} calculable
explicitement par résolution de (1).
— Besoin de :

my 011; 012; O013;
hilzi ~ N(mi(0) = | ma; | ,Xi(0) = | 021, 022, 023; |)
ms; 031, 032, 033

o Ex:uY =Y -bg
ou g = Eli[gi] = my;
@ Les autres paramétres sont aussi calculables et dépendent de :
5i = BZilg?] = m? + ouy, fl = BE[fY] = my;

o = EZI(F1)?] = ma} + oz, f2 = E5[f?] = ms;
¢? = BZ[(£2)?] = ms? + o33,
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Estimation du modéle par Algorithme EM Généralités sur |'algorithme EM
Méthode d’estimation et algorithme

Algorithme

@ Choix de 99
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Estimation du modéle par Algorithme EM Généralités sur |'algorithme EM
Méthode d’estimation et algorithme

Algorithme

@ Choix de 99
Pour tout itération [¢],

@ Calcul de la distribution h|z.
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Estimation du modéle par Algorithme EM Généralités sur |'algorithme EM
Méthode d’estimation et algorithme

Algorithme

@ Choix de 99
Pour tout itération [¢],

@ Calcul de la distribution h|z.

© Etape E : avec la valeur courante 6], _
— Estimation des g,f", Vr via g = Ef[g], fr =EA[fr].
— Calcul des 7 = Ef[g?], ¢ = EP[(7)?].
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Estimation du modéle par Algorithme EM Généralités sur |'algorithme EM
Méthode d’estimation et algorithme

Algorithme

@ Choix de 99
Pour tout itération [¢],

@ Calcul de la distribution h|z.

© Etape E : avec la valeur courante 6], _
— Estimation des g,f", Vr via g = Ef[g], fr = EA[F1].
— Calcul des ¥ = Ef[g?], ¢ = EI[(7)?].

© Etape M : on actualise 8" en injectant les g, fr, ¥, qu7
dans les formules solutions de (1).
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Estimation du modéle par Algorithme EM Généralités sur |'algorithme EM
Méthode d’estimation et algorithme

Algorithme

@ Choix de 99
Pour tout itération [¢],

@ Calcul de la distribution h|z.

© Etape E : avec la valeur courante 6], _
— Estimation des g,f", Vr via g = Ef[g], fr =EA[fr].
— Calcul des 7 = Ef[g?], ¢ = EP[(7)?].

Q@ Etape M : on actualise 0lt*1 en injectant les g, fr, 3, ¢
dans les formules solutions de (1).

On repasse alors a |'étape E puis M, et ainsi de suite.
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Plan de simulation d'un jeu de données
Résultats numériques

Résultats

Y =11 +gb 4+
Xt =1, 1 gt 4 X
X2 =1, 1 252 4 X
g =flct +f2c? 4 &8

Modéle de mesure

} Modéle structurel

@ Choix des dimensions : n=250; gy=g1=¢>=10
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Plan de simulation d'un jeu de données

Résultats numériques Résultats

Y =1,uY +gb+e¥
Xt =1, 4 flaV + X} Modéle de mesure
2/ I 2
g=flcl +f2c? 4 c& } Modéle structurel

@ Choix des dimensions : n=250; qy=¢1=¢>=10
@ Définition des paramétres :
Modéle de mesure :
pY = ,qu = sz = vecteur nul de longueur 10
b=(0.07,0.08,0.09,0.1,0.11,0.12,0.13,0.14,0.15,0.2)
at=2%=(0.7,0.8,0.9,1,1.1,1.2,1.3,1.4,0.7,0.8)
O’%/=0'§<1=J)2<2=0.25
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Plan de simulation d'un jeu de données

Résultats numériques Résultats

Y =1,uY +gb+e¥
Xt =1, 4 flaV + X} Modéle de mesure
2/ I 2
g=flcl +f2c? 4 c& } Modéle structurel

@ Choix des dimensions : n=250; gy=g1=¢>=10

@ Définition des paramétres :
Modéle de mesure : Modéle de
pY = ,qu = sz = vecteur nul de longueur 10 structure :
b=(0.07,0.08,0.09,0.1,0.11,0.12,0.13,0.14,0.15,0.2) cl=c?2=10
at=2%=(0.7,0.8,0.9,1,1.1,1.2,1.3,1.4,0.7,0.8)
O’%/=0'§<1=J)2<2=0.25
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Plan de simulation d'un jeu de données

Résultats numériques Résultats

Y =1,uY +gb+e¥
Xt =1, 4 flaV + X} Modéle de mesure
2/ I 2
g=flcl +f2c? 4 c& } Modéle structurel

@ Choix des dimensions : n=250; gy=g1=¢>=10
@ Définition des paramétres :
Modeéle de mesure : Modeéle de
pY = ,qu = sz = vecteur nul de longueur 10 structure :
b=(0.07,0.08,0.09,0.1,0.11,0.12,0.13,0.14,0.15,0.2) cl=c?=10
at=2%=(0.7,0.8,0.9,1,1.1,1.2,1.3,1.4,0.7,0.8)
O’%/=0'§<1=J)2<2=0.25
© Création des données Y, X1, X2 :
Simulation de f1, f2 ¢& = création de g.
Simulation de £Y, sxl, £X? = création des données Y, X1 X2
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Plan de simulation d'un jeu de données
Résultats numériques Résultats

Résultats moyens sur 100 jeux de données

o Ecart a la solution attendue : ||@stendy — Ofinar |

i MAY XX b Al 22 Al 2 | g2y, 02xr
écart | 0.09 | 0.09 | 0.09 | 0.04 | 0.31 | 0.33 | 0.88 | 0.47 0.03
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Conclusion et perspectives

Conclusion :

@ Méthode d'estimation par maximum de vraisemblance via
I'algorithme EM.

@ Avantage de EM :
— maximisation de log-vaisemblance complexe
— variables latentes

Perspectives :

e Comparer cette méthode aux existantes (efficacité, temps de
calcul).

o Geénéralisation possible
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Conclusion et perspectives

MERCI A TOUS POUR VOTRE ATTENTION
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Conclusion et perspectives
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