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Résumé - Nous proposons une nouvelle méthode d’estimation d’un modéle a facteurs et a
équation structurelle. Notre méthode est fondée sur la mazimisation de la fonction de vrai-
semblance par algorithme EM. Nous montrerons que cette approche permet les estimations des
facteurs en plus de celles des coefficients du modéle. A travers une étude sur données simulées
et d’une analyse de sensibilité nous avons évalué les performances de cette méthode. Nous
présenterons une application de cette approche sur des données réelles environnementales.

Mots clés - Algorithme EM, modeles a équations structurelles, Modeles a fac-
teurs, variables latentes, estimation.

1 Introduction

Nous nous plagons dans le contexte des modeles & équations structurelles (Structural Equa-
tion Models, SEM). On suppose avoir observé plusieurs groupes de variables Y, X!,..., XP
sur les mémes unités. De chacun de ces groupes est extrait une variable non observable dite
latente. Ces variables latentes sont alors liées par des relations de causalité. Le modele peut
aussi étre enrichi de variables explicatives également observées. Dans la littérature, deux fa-
milles de méthodes existent. L'une, connue sous le nom de PLS (Partial Least Squares) et
développée par Herman Wold (1975) et ses successeurs, repose sur 1'usage de composantes
comme variables latentes. La seconde, issue des travaux de Karl Joreskog (1970), est fondée
sur le maximum de vraisemblance et fait appel a des facteurs comme variables latentes. La
méthode engendrée porte le nom de LISREL (LInear Structural RELations). Ces deux ap-
proches ont été comparées dans plusieurs travaux [SS06]. Dans un objectif d’interprétation a
priori du modele, ces derniers ont montré qu’il est préférable d’utiliser un modele a facteurs
plutoét qu'un modele a composantes, lequel est computationnellement plus efficace mais trop
contraint. Nous nous placons dans le paradigme de ’estimation par maximum de vraisem-
blance et nous proposons un algorithme EM ; algorithme bien adapté dans le cas de variables
latentes. Contrairement aux méthodes citées plus haut, cette approche a I’avantage d’estimer
les facteurs en plus des parametres du modele, tout en restant efficace en terme de temps de
calcul. Nous présenterons une application de cette méthode sur des données réelles.
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FIGURE 1 — Modele structurel a p groupes explicatifs et un groupe dépendant

2 Structure générale du modele

2.1 Notations du modele a p groupes explicatifs et un groupe dépendant

Nous nous placons dans le cadre d’un modele d’équations structurelles a variables latentes
ot pour p € [1,m] chacun des groupes de variables Y, X! ..., XP? dépend d'une variable
latente (respectivement de g, f!, ..., fP). Au niveau du modele interne (dit aussi structu-
rel), la variable latente g est dépendante de I’ensemble des variables latentes f!, ..., fP (cf.
figure . Quant aux modeles externes (dit aussi de mesure), chacun forme un groupe de
variables X" = (X|",.. X ) (resp. Y = (Y1, .Yy, )) comme dépendant du facteur f™ (resp.
g). Dépendances pouvant étre chacune enrichie par une dépendance supplémentaire aux co-
variables T™ (resp. T).

Notons que ce modele peut se généraliser a plusieurs facteurs dans chaque groupe sans diffi-

cultés.

2.2 Formulation du modele a p groupes explicatifs et un groupe dépendant

Introduisons D (resp. D™) une matrice rp X qy (resp. 7y, X ¢n,) de coefficients pondérateurs,
b (resp. a™) un vecteur 1 x gy (resp. 1 X ¢,,) de coefficients pondérateurs et ¥ (resp. ™) une
matrice des erreurs n X qy (resp. n X ¢p,), associées au groupe de variable Y (resp. X™). On
notera également €9 la matrice des erreurs associées a g. Le modele peut alors étre formulé
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ainsi :
Y = TD+gb +¢&¥
Vm € [1,p], X™ = T™D™+ fma™ + ™ (1)
g = fld+ " el

Nous imposons que les éléments de la premiere colonne des matrices de covariables T et T™
soient fixés a 1. Ainsi, la premiere ligne de D et de chaque matrice D™ correspondront aux
parametres de moyenne. On y adjoint, sous contraintes d’identifiabilité, les hypotheses sui-
vantes :

Vm € [Lpl S ~ N(0,1)5 €8 ~ N(0, %), €F ~ N0, %)

ol Yy, = diag(afnyj)je[[l,qmﬂ de dimension ¢, X g, et ¢, = diag(a%,,j)je[[myﬂ de dimension gy
x qy; el ~N(0,1); g ~N(0, (¢')? +...4(cP)? + 1) et enfin, £/, mutuellement indépendants
des f™ pour tout observation i € [1,n] et Vm € [1,p] €¥ et €™ sont indépendant. .

3 Estimation par algorithme EM

L’algorithme EM de Dempster, Laird et Rubin (1977) [DLRT7] est une procédure générale
pour maximiser la vraisemblance. Il est souvent utilisé dans le cas de problemes a données
manquantes. Dans le cadre des modeles d’équations structurelles a variables latentes, les
données manquantes correspondent aux facteurs. Afin d’estimer les parametres du modele,
cet algorithme procede en deux étapes E (pour ”Expectation”) et M (pour ”Maximization”).
Nous le présentons avec une restriction a p = 2 groupes explicatifs dans les sections suivantes.

3.1 L’algorithme EM dans le cadre d’un modele du type 2 groupes expli-
catifs et un groupe dépendant

Nous sommes ici en présence de deux groupes explicatifs et un groupe dépendant. Soit ¢,
(resp. g1, ¢2) le nombre de variables étudiées Y; (resp.X ]1, XJ2) et n le nombre d’observations
dont on dispose pour chacune des variables. Pour j € [1, ¢y] ou j € [1,q,] on écrira D ; et
b; (resp. D}j, D?j, a}j, a?) les coefficients pondérateurs associés a Y; (resp. X}, XJQ) et 6};
(resp. 51-1]-, E?j) les erreurs, associées a la variable Y; (resp. X ]1, Xf) On notera également &7
les erreurs associées a g. Pour ¢ une observation, le modele peut étre formulé selon le systeme
d’équations suivant :

yi = t/D+ gt +¢&Y
af = t'D'+ fla'' + &V 0
¥ = t¥D?*+ f2a® + &% @
9i = [l + [ +ed

Ot nous faisons les simplifications suivantes 1y = 012,, Y1 = 03 ,1b9 = o3. On note

0 = {D,D' D2 b,a', a2 ct, 2 0%, 02 02} 'ensemble des paramétres du modele. Ainsi, la
) ) y» Yy ) ) ) yYYyH»Y12Y2 )

dimension de 6 est :

2
K:5+qy(rT+1)+qu(7"m+1)

m=1
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Les hypotheses de ce modele sont du méme type que celles du modele a p groupes explicatifs
et un groupe dépendant avec p = 2.
Pour z = (y,z',2%) et h = (g, f', f?) la log vraisemblance s’écrit :

L(0;z,h) —*Z{lnlibyl + Infihr| + Infye]

+ (vi Dt—gz)wy (yi — D't; — gib)

+ (a} — DYt} — flatyyr (=) — D1 tl )

+ (27 — D — fPa®) 'y (2} — »2 a?)
+(gi—c fl—c f2) (f&) (f2) F4+A

O 6 est I'ensemble des parametres du modele de dimension K et A une constante. Cependant,

a cause de la simplification du modele , dans notre cas , 0 ={D,D' D?b,a',a? c!,c? U%/, U%, O’%}.
En effet, ¢y = 02 1dy,, 1 = 021d,, et 1y = 031dy,.

Pour maximiser la fonction log-vraisemblance par algorithme EM nous résolvons :

0

h
£ [89

L(6;z,h)] =0 (3)

(cf. [Fou02]).

Pour ce faire, nous utilisons pour chaque ¢ une observation :

mi; o1, 012, 013,
hilzi ~ N(my = | ma; | 3 = | 021, 022, 023, |)
ms3; 031, 032; 033,

Et nous notons :
VNiZEZ‘i[Q]—( []) + V2ilgi]
LI = ( L)+ VRS
L)% = (BE[F2)? + VE(F,

Nous obtenons des formules solutions explicites de que nous ne présentons pas ici pour
ne pas alourdir le document. Cependant vous pouvez y avoir acces sur ’article en preprint
[TBL15].

=mi} + o1, gi = Eli[gi] = mus,
[ ] m?i + 022;, ﬁ = EI;Z [le] = M2y,
[f2] = ms? + 033, f2 =EN[f?] = ma,.

3.2 L’algorithme

Pour estimer les parametres de 6 et les facteurs g, f™, nous proposons 'algorithme qui suit
oil nous notons [t] la t*"-itération de I’algorithme.

1. Initialisation = choix des valeurs initiales des parameétres 69,

2. A Ditération courante ¢ > 1, jusque satisfaction du critere d’arrét on procéde comme
suit :

(a) E-step : Avec A1,

i. On calcule explicitement la distribution h;|z; pour tout i € [1, n].

ii. On estime les valeurs des facteurs gl .]?;l[t], m € {1,2}.
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iii. On calcule ¥ and qz’%[t], m € {1,2}.
(b) M-step :
i. On actualise 6 & 6!/ en introduisant glt!, 3t et j?f”[t], %[t], m € {1,2} dans
les formules solutions de (3)) (cf. [TBL15]).

3. Nous utilisons le critere d’arrét suivant avec € le plus petit possible :

K |9*[t+1] []C] o 9*[15} [k‘”

9*[t+1] [k] <€

k=1
ou #* est le vecteur de dimension K contenant tous les parametres scalaires de I’ensemble des
parametres de 6.

4 Performances de ’approche et application

Suite a une analyse de sensibilité, nous montrerons les performances de la méthodes. Di-
verses simulations seront présentées ainsi qu’une application sur des données réelles de notre
méthode d’estimation. Application qui nous permettra de proposer un modele explicatif.
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