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à facteurs
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Introduction

L’intérêt des modèles d’équations structurelles à variables latentes est de pouvoir modéli-
ser des relations entre des variables observables et non observables. Leur formalisme mathé-
matique est un système d’équations organisé en deux parties. La première est constituée des
équations modélisant les relations de causalité entre les variables latentes (non observables)
seules. La seconde est constituée des équations décrivant les relations de causalité entre les
variables latentes et les variables observables. Ces modèles semblent alors adaptés à la modé-
lisation et la quantification de systèmes de concepts complexes et non mesurables directement
(Bacher, 1987).

Ces modèles font l’objet de nombreux travaux de recherche en statistique et en analyse
de données depuis le début du xxe siècle : que ce soit au niveau des relations de causalité
comme au niveau des variables latentes. Les praticiens et chercheurs de nombreux domaines
d’application s’y sont intéressés, notamment en sociologie, psychologie et plus récemment
en marketing, gestion et management. Par exemple, pour l’étude et la modélisation de la
satisfaction des consommateurs les travaux de Stan and Saporta (2006); Jakobowicz (2007)
peuvent être consultés. Il existe deux familles de méthodes d’estimation de ces modèles :
d’une part, l’approche PLS (Partial Least Squares) (Wold, 1966; Karl G. Jöreskog, 1982;
Wold, 1985) fondée sur la régression et une estimation par moindres carrées partiels ; d’autre
part, l’analyse de la structure de covariance connue sous le nom de LISREL (LInear Structural
RELations) (Jöreskog, 1970; Jöreskog and Sörbom, 1982). Originellement, LISREL n’estime
que les coefficients de équations reliant les variables latentes en se fondant sur une estimation
du maximum de vraisemblance de la structure de covariance des variables observables induite
par le modèle. Concernant l’estimation des variables latentes, PLS leur impose d’être des
composantes (i.e. : combinaison linéaire des variables observées), ce qui réduit l’espace des
solutions. Cette technique a pendant un certain temps complété l’approche LISREL afin de
permettre une estimation des variables latentes (McDonald, 1996; Tenenhaus, 2007). Ce n’est
que depuis peu (Jöreskog, 2000) que LISREL propose une méthode d’estimation des variables
latentes moins contrainte. Cette technique est du type moindres carrés mais n’utilise qu’une
partie des équations du modèle. Les équations modélisant les relations entre les variables
latentes seules, n’y sont pas utilisées. De manière globale, LISREL et PLS sont à la fois
concurrentes et complémentaires : PLS est plutôt employée pour faire de la prévision alors
que LISREL l’est plutôt pour de la validation de modèle (Stan and Saporta, 2006).

Dans notre travail, nous nous plaçons dans le paradigme du maximum de vraisemblance
en montrant qu’il permet une estimation des variables latentes. Dans le cas où les variables
latentes ne sont astreintes qu’à suivre une loi gaussienne (on les nomme “facteurs”), l’algo-
rithme Expectation-Maximization (EM) (Dempster et al., 1977) s’avère être l’outil adéquat.
Il permet à la fois l’estimation des paramètres d’un modèle à équations structurelles et celles
de ses facteurs latents. Afin de développer l’approche d’estimation via l’algorithme EM et de
mettre en place les notations, un modèle à une seule équation structurelle a été choisi. Bien
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entendu, cette approche peut se généraliser à des modèles plus riches et complexes. D’ailleurs,
l’algorithme EM peut s’appliquer à de nombreux modèles.

C’est une démarche qui a par exemple été appliquée dans le cas des modèles linéaires
mixtes (Andrade and Helms, 1984; Dempster et al., 1981). En effet, dans les années 50,
les méthodes d’estimations issues des travaux de Fisher, étaient du type Analyse de Va-
riance (ANOVA) à effets aléatoires. Dans les années 70, Rao a émis plusieurs critiques sur
les faiblesses computationnelles de la méthode ANOVA et proposa la méthode MINQUE
(MInimum-Norm Quadratic Unbiased Equation). Plus tard, les méthodes numériques propo-
sées par Newton et Raphson et la méthode de Scoring de Fisher ont été développées mais
restent difficiles à implémenter à certains modèles, notamment à variables latentes. Dans
les années 80 l’algorithme EM est proposé comme une alternative à la méthode MINQUE.
Cela a permis à la fois de proposer la reconstruction des effets aléatoires et de rester dans
le cadre du maximum de vraisemblance gaussien. Aujourd’hui, dans le cas des modèles li-
néaires mixtes, EM s’est imposé car il permet un travail d’estimation riche, sophistiqué et
généralisable. Ainsi, dans ce travail se trouve la même idée d’injecter l’algorithme EM dans
l’estimation des modèles d’équations structurelles à facteurs latents, ce qui permettra de pro-
poser de multiples généralisations. Actuellement, dans le paradigme des modèles à équations
structurelles, l’algorithme EM est utilisé de manière classique pour le cas de problèmes de
données manquantes i.e. : lorsque pour certaines observations, un nombre fixé de données
associées à une ou plusieurs variables ne sont pas disponibles. À la différence de l’algorithme
EM, LISREL propose la méthode FIML (Full Information Maximum Likelihood) (Arbuckle
et al., 1996) où afin d’estimer les paramètres du modèle, seules les données disponibles de
chaque observation sont utilisées lors de l’estimation par maximum de vraisemblance. Cette
méthode est moins brutale que les méthodes de type deletion. On peut faire le parallèle avec
l’algorithme NIPALS pour PLS. Pour un certain type de données manquantes, des méthodes
d’imputation nécessitant la connaissance du processus conduisant à l’absence des données
sont employées. Elles sont associées aux modèles de mélanges et aux modèles dits de sélec-
tion d’échantillon. Cependant, pour les modèles d’équations structurelles à variables latentes,
la littérature se limite au cas LISREL sur lequel se sont penchés Muthén et al. (1987); Tang
and Lee (1998); Lee and Tang (2006). Ils supposent le processus connu et les modèles de mé-
langes ainsi que de sélection d’échantillon sont employés. Néanmoins, EM fait son apparition
dans les travaux de Tang and Lee (1998). Ils reformulent le processus d’absence des données
en estimant sa distribution qu’ils utilisent dans un algorithme EM. EM est aussi utilisé dans
le cadre des modèles de mélanges où les données observées sont complétées par des classes
inobservables et que l’on cherche à reconstruire (Moosbrugger et al., 1997). L’ensemble de
ces méthodes est disponible à travers le logiciel commercial Mplus de Muthén and Muthén
(1998). Plusieurs types de données manquantes et de méthodes d’imputation existent, mais
seules les plus classiques et celles employant l’algorithme EM seront abordées dans le cadre de
ce travail afin de clarifier les différences entre ces approches et celle que nous proposons. En
effet, les problématiques sont différentes. L’approche que nous proposons ne répond pas aux
problèmes de données partiellement manquantes mais complète les données observées par les
facteurs afin de les estimer en plus des paramètres du modèle à travers l’outil : algorithme
EM. Pour appliquer l’algorithme EM aux modèles à facteurs et à équations structurelles,
un modèle simple et non restrictif sinon qu’il ne contient qu’une équation structurelle re-
liant les variables latentes a été choisi. Il est composé d’un facteur dépendant et plusieurs
facteurs explicatifs, où chacun des facteurs est lié à un groupe de variables observables. Le
système d’équations formé par le modèle comporte une seule équation structurelle mais aussi
des équations linéaires reliant chaque groupe de variables observables à son facteur. Nous
le formaliserons au premier chapitre. Nous y présenterons également les modèles à facteurs
avant d’introduire les notations choisies pour les différentes approches d’estimation qui se-
ront abordées. Parmi celles-ci, les deux familles d’approches d’estimation LISREL et PLS
classiquement utilisées dans la littérature seront introduites et illustrées. Au chapitre 3 nous
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poursuivrons sur les récents développements méthodologiques de LISREL et PLS ainsi que
leurs réponses à la question de la reconstruction des concepts latents. Ensuite, nous présente-
rons l’algorithme EM ainsi que son application pour estimer le maximum de vraisemblance et
plus particulièrement les facteurs dans le cas d’un premier modèle élémentaire à une équation
structurelle. Ce dernier sera généralisé au chapitre suivant à un modèle multi-bloc plus riche
avec adjonction de covariables. Nous y aborderons la question des performances de l’approche
proposée. Ces dernières seront étudiées au travers de données simulées et d’une analyse de
sensibilité. Puis nous illustrerons cette approche sur des données environnementales. Nous
terminerons par un chapitre où cette approche est utilisée dans le contexte d’un essai clinique
en cancérologie comme étape préliminaire lors d’une étude longitudinale de la qualité de vie
relative à la santé sur les facteurs reconstruits à plusieurs temps de suivis.
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d1 et a1, et des corrélations de f̃1 avec les variables X1. . . . . . . . . . . . . 84
3.5 Application aux données genus sans covariables T : estimation des paramètres
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1.1. Les modèles étudiés

1.1 Les modèles étudiés

Un modèle à équations structurelles et à variables latentes consiste en un système d’équa-
tions : de mesure d’une part et structurelles d’autre part. Chacune a un rôle bien particulier :
les équations structurelles modélisent uniquement les relations entre les variables non ob-
servables, dites latentes alors que les équations de mesure décrivent les relations entre les
variables observables et les latentes.

Lorsque la modélisation des relations de causalité entre des variables observables et la-
tentes est posée, vient le choix de certaines hypothèses restrictives et celui de la méthode
d’estimation. Les coefficients ne sont pas les seuls éléments inconnus des modèles structurels :
les variables latentes le sont aussi. La question de leur estimation se pose alors. Les deux
familles de méthodes d’estimation des modèles structurels à variables latentes que sont LIS-
REL et PLS, proposent des techniques d’estimation des variables latentes au niveau individuel
(nommées “scores”). Pour y parvenir, elles font des hypothèses plus ou moins contraignantes
sur la nature des variables latentes. La technique d’estimation est ainsi dépendante des hypo-
thèses contraignant les variables latentes. LISREL suppose qu’elles suivent une loi gaussienne
(on les nomme “facteurs”) et PLS fait l’hypothèse qu’elles sont des combinaisons linéaires des
variables observées (on les nomme “composantes”).

L’approche EM développée dans ce travail de thèse, fait quant à elle l’hypothèse que les
variables latentes sont des facteurs. Pour mettre en place cette approche, un modèle simple
à une équation structurelle où les variables latentes sont des facteurs est formalisé dans la
première partie de ce chapitre. Ensuite, les notations des approches EM, PLS et LISREL étant
différentes, elles seront synthétisées dans un tableau pour faciliter le passage d’une méthode
à l’autre. Enfin, ce chapitre présente les approches PLS et LISREL ainsi que les méthodes
numériques associées.

1.1.1 Les modèles à facteurs

Les modèles à facteurs et leur analyse ont été introduits par Spearman (1904), Kelley
(1928) et Thurstone (1931) dans le cadre du domaine des sciences humaines. L’objectif était
de répondre au besoin de condensation des données statistiques multivariées en un plus petit
nombre d’éléments ou facteurs synthétisant les variables. Depuis lors ces méthodes n’ont cessé
de se développer et diversifier. Ces facteurs sont considérés comme des variables latentes,
résumant chacune un bloc de variables observées suffisamment corrélées entre elles. Ainsi,
par exemple l’analyse factorielle exprime la corrélation entre un grand nombre de variables
observées par un petit nombre de facteurs décorrélés. Les variables sont mathématiquement
décrites comme des combinaisons linéaires des facteurs auxquels on ajoute un paramètre de
moyenne et une erreur de mesure. Les facteurs étant non directement observés, ils doivent être
reconstruits en parallèle de l’estimation des paramètres du modèle. Les différentes techniques
développées pour l’estimation des modèles à facteurs sont pour la plupart fondées sur le critère
du maximum de vraisemblance avec des contraintes d’identification sur les paramètres.

Écriture des modèles à facteurs

Soit q le nombre de variables et n le nombre d’observations sur lesquelles les variables sont
recueillies. On note yji la valeur de la j-ème variable, j ∈ J1, qK pour la i-ème observation,
i ∈ J1, nK. Le modèle décrivant les variables y1, . . . , yq en fonction de K facteurs
g1, . . . , gk, . . . , gK où K < q peut être formulé au niveau élémentaire d’une variable pour une
observation de la manière suivante :

yji = µj + gi1b1j + . . .+ giKbKj + εji
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Chapitre 1. Les SEM à VL et leurs méthodes d’estimation

où µj est le paramètre de moyenne et bkj sont des coefficients pondérateurs (nommés parfois
“loadings”). Ce qui se généralise à l’écriture matricielle suivante :

Y = 1nµ
′ +GB + ε

où Y = [y1, . . . , yq] est la matrice des données, µ′ = (µ1, . . . , µq) le vecteur des moyennes,
G la matrice des facteurs de dimension (n ×K), B une matrice déterministe de dimension
(K × q) à coefficients inconnus dite matrice des pondérations ou “loadings” et ε de dimension
(n × q) est la matrice constituée des erreurs de mesures εji supposées indépendantes entre
elles et indépendantes des facteurs. On suppose également que les n observations d’une même
variable sont indépendantes. Avant de présenter les hypothèses classiques à cette modélisation,
notons que pour toute observation i, le modèle peut être formulé comme suit :

yi
′ = µ′ + gi

′B + εi
′ (1.1)

où gi
′ est un vecteur aléatoire de dimension (1×K) et εi

′ un vecteur aléatoire de dimension
(1×q) dont la variance représente la variabilité des observations non expliquée par les facteurs.
Les hypothèses classiques de ces modèles sont :

— εi ∼ N (0, Ψ) où Ψ = diag(σ2j )j∈J1,qK ;

— gi ∼ N (0, IK) ;

— εi et g` sont mutuellement indépendants pour tout i, `.

Ces hypothèses impliquent que le modèle est construit de telle manière que toute la corréla-
tion entre les variables observables passe par les K facteurs. Ainsi, conditionnellement aux
facteurs, les variables observables sont indépendantes et leur distribution conditionnellement
aux facteurs se factorise comme suit :

p(y|g; θ) =
n∏
i=1

p(yi|gi; θ) (1.2)

où, g = (g1, . . . , gn), y = (y1, . . . , yn) et θ = (µ,B, Ψ) l’ensemble des paramètres. Ce modèle
consiste donc à chercher le nombre minimal de facteursK tel que cette propriété soit satisfaite.
Dans le cadre des hypothèses de distributions gaussiennes du modèle (1.1), ∀i, gi ∼ N (0, IK)
et yi ∼ N (µ,B′B + Ψ). De plus,

Cov
(
gi, yi

′) = E
[
giyi

′]
= E

[
giµ
′ + gigi

′B + giεi
′]

= E
[
gigi

′B
]

= V [gi]B

= B

On en déduit, (
yi
gi

)
∼ N

((
µ
0

)
,

(
B′B + Ψ B′

B IK

))
.

Or, nous savons que si deux variables X1 and X2 sont distribuées suivant une loi gaussienne

telle que,

(
X1

X2

)
∼ N

(
µ =

(
µ1
µ2

)
, Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

))
où, µ1 (r × 1), µ2 (s× 1), Σ11 (r × r), Σ12 (r × s), Σ21 (s× r) et Σ22 (s× s) ;
alors,

(X1|X2 = x2) ∼ N
(
M = µ1 +Σ12Σ22

−1 (x2 − µ2) , φ = Σ11 −Σ12Σ22
−1Σ21

)
(1.3)

Par conséquent, la distribution de yi conditionnelle à gi est de la forme N (µ+B′gi, Ψ).
Puisque yi|gi est un vecteur gaussien de longueur q alors pour toute variable j ∈ J1, qK, yji |gi
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1.1. Les modèles étudiés

sont indépendantes si et seulement si elles sont non corrélées. Or, Ψ est diagonale, la propriété
précédente (1.2) se caractérise donc par :

n∏
i=1

p (yi|gi; θ) =
n∏
i=1

q∏
j=1

p
(
yji |gi; θ

)

Écriture des modèles à facteurs par condition sur matrice de variance-covariance

Dans un cadre plus général que celui du cas gaussien, d’après la définition de Knott and
Bartholomew (1999),

Définition 1. On dit que Y = [y1
′
, . . . , yq ′] est un vecteur aléatoire vérifiant un modèle à K

facteurs, si et seulement s’il existe un vecteur aléatoire g à valeur dans RK tel que, condition-
nellement à g, les variables aléatoires y1, . . . , yq soient indépendantes.
Pour deux éléments quelconques yji et yli de yi, les moments sont :

V ar(yji |µ,B, g, Ψ) = σ2j

V ar(yji |µ,B, Ψ) =
K∑
k=1

bjk
2

+ σ2j ∀j

D’autre part on a :
Cov(yji , y

l
i|µ,B, g, Ψ) = 0

Cov(yji , y
l
i|µ,B, Ψ) =

K∑
k=1

bjkb
l
k, ∀j, l ; j 6= l.

En se fondant sur ces propriétés, il devient possible d’écrire autrement le modèle à K facteurs
par condition sur la matrice de variance-covariance ΣY mise sous la forme :

ΣY = B′B + Ψ. (1.4)

1.1.2 Les modèles à équations structurelles

Les modèles à équations structurelles ont été en partie développés par Bollen (2014) et
Kaplan (2008). À travers les modèles à équations structurelles, on conjecture que l’ensemble
des relations de cause à effet représente la complexité du phénomène que l’on cherche à étu-
dier ou comprendre. Cette complexité est structurée en une complexité interne et externe.
La complexité interne (resp. externe) du phénomène correspond à celle des liens entre les
variables latentes (resp. entre les variables observables et latentes) du modèle. Si chaque re-
lation de cause à effet est représentée par une flèche et chaque variable par un symbole, un
schéma permet d’illustrer la structure de la complexité du phénomène étudié.
Pour les modèles d’équations structurelles il existe un formalisme permettant leur illustra-
tion sous forme de diagramme. La convention suivante est classique et adaptée : les ellipses
correspondent aux variables latentes et les rectangles aux variables observables. Les flèches
représentent les relations entre les variables et leur sens indique celui de l’action de l’une sur
l’autre. En outre, chaque modèle est subdivisé en deux sous-modèles : l’un est le modèle de
mesure, constitué des équations de mesure et le second est le modèle structurel, constitué des
équations structurelles.

Le sous-modèle de mesure (équations de mesure)

Les équations de mesures décrivent la manière dont les variables observables sont liées
aux variables latentes. Trois types de modèles de mesures sont envisagés classiquement (cf.
1.1) et sont schématisés comme suit :
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Chapitre 1. Les SEM à VL et leurs méthodes d’estimation

— mode formatif : chaque Variable Observable (VO) représente une dimension de la Va-
riable Latente (VL), dite alors “exogène”. Elle est alors décrite comme la combinaison
linéaire des VO. La VL est alors contrainte à être une composante.

— mode réflectif : toutes les VO unidimensionnelles contribuent à mesurer une seule VL
qui est alors dite “endogène”. Cela reproduit le cas des modèles d’analyse factorielle
dans lesquels chaque variable est fonction d’un facteur. Ce qui est moins contraignant
que le cas formatif.

— mode mixte : un mélange du mode formatif et du mode réflectif.

Figure 1.1 – Les trois différents types de modèles de mesure.

Par exemple, le modèle de mesure réflectif schématisé plus haut peut être formalisé mathé-
matiquement par l’équation suivante :

Y = 1nµ
′ + gb+ εY

où l’on note g la VL (vecteur de longueur n qui correspond au nombre d’individus), Y la
matrice de toutes les VO (autant de VO de longueur n que de rectangles contenant un point),
b le vecteur des coefficients scalaires de liaisons (autant que de flèches), µ′ un vecteur ligne
constitué des paramètres moyennes de chaque VO et εY une matrice aléatoire des erreurs
dont la variance de chaque ligne représente la variabilité des individus non expliquée par la
VL.

Le sous-modèle structurel (équations structurelles)

Quant aux équations structurelles, elles décrivent la manière dont les VL sont liées entre
elles. Leur analyse revient à celle des relations entre les VL. Il existe plusieurs natures de VL
(cf. figure 1.2). Une VL est dite :

— exogène : lorsqu’elle ne dépend d’aucune autre VL. Schématiquement ce sera une VL à
partir de laquelle toutes les flèches partent vers d’autres VL.

— endogène : lorsqu’elle est expliquée par d’autres VL. Schématiquement elle reçoit au
moins une flèche mais peut aussi en envoyer.

Si on nomme g la VL endogène et f1, f2 les VL exogènes du modèle structurel schématisé
ci-dessus, ce dernier peut s’écrire :

g = c1f1 + c2f2 + εg

où les scalaires c1, c2 sont des coefficients structurels et εg le vecteur des erreurs de même
longueur n que les VL.
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1.1. Les modèles étudiés

Figure 1.2 – Exemple de modèle structurel comportant les deux types de variables latentes : exogène
et endogène.

Le modèle complet : modèle à équations structurelles et à variables latentes

Un modèle à équations structurelles à variables latentes est la fusion de deux sous-
modèles : l’un de mesure et l’autre structurel. Par exemple, si l’on fusionne le modèle structurel
de la section précédente avec le modèle de mesure réflectif formalisé plus haut, on obtient
le modèle à une équation structurelle suivant et schématisé figure 1.3 où les VL sont des
facteurs : 

Y = 1nµY
′ + gb+ εY

X1 = 1nµ1
′ + f1a1

′
+ ε1

X2 = 1nµ2
′ + f2a2

′
+ ε2

g = f1c1 + f
2
c
2

+ εg

(1.5)

Notons que dans “modèle à équations structurelles”, “équations” est au pluriel. Il peut en effet
a priori contenir plusieurs équations structurelles. Le modèle que nous venons d’écrire n’en
contient qu’une seule. Par la suite, sans perte de généralité nous proposerons une méthode
d’estimation par algorithme EM d’un modèle à une seule équation structurelle où les VL sont
des facteurs liés aux VO en mode réflectif. En effet, l’objectif de ce travail est essentiellement
de présenter cette nouvelle approche d’estimation. En revanche, il est tout à fait possible
d’enrichir et complexifier le modèle. D’ailleurs étendre cette approche à un modèle à plusieurs
équations structurelles est une des perspectives de ce travail.

1.1.3 Les modèles à équations structurelles à facteurs

Il s’agit de modèles à équations structurelles dont les VL sont des facteurs. Classiquement,
on cherche à estimer les paramètres du modèle, notamment ses coefficients. Or, ici la présence
de VL pose aussi le problème de leur propre estimation. Dans la littérature, il existe deux
grandes familles de méthodes : les méthodes de type PLS, qui supposent que les VL sont
contraintes à la nature de composantes (i.e : chaque VL est la combinaison linéaire des VO
auxquelles elle est liée) et LISREL reposant sur la seule hypothèse de normalité des VL et
pour laquelle, ces dernières ne sont estimées que depuis (Jöreskog, 2000) par une procédure
lourde, complexe et séparée de l’estimation des paramètres du modèle.
Ainsi, considérer que les VL sont des facteurs, est moins contraignant pour le modèle, ce qui
peut inciter à travailler avec ce type de modèle. Le modèle à composantes, partant d’une
hypothèse plus restrictive, possède toutefois un avantage sur le modèle à facteurs pour la
prévision, par le fait que les VL y sont formulées en fonction des VO. Nous présentons les
deux grandes familles d’estimation des modèles à équations structurelles : PLS et LISREL
ci-après.

1.1.4 Formalisme

PLS est une approche à composantes contrairement à LISREL. Toutes les deux ont été
développées dans les années 1970 mais avec un formalisme différent et sur des hypothèses
différentes. Par souci de clarté, nous présenterons chacune d’elle avec ses propres notations et
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Chapitre 1. Les SEM à VL et leurs méthodes d’estimation

Figure 1.3 – Exemple de modèle à une équation structurelle à variables latentes.

ses conventions graphiques habituelles. En revanche, les notations choisies pour développer
notre approche d’estimation des Modèles à Équations Structurelles (SEM) à facteurs sont
du type de celles associées aux modèles à facteurs présentés dans ce chapitre. Pour faciliter
la lecture des différentes approches et le passage de l’une à l’autre, nous présentons dans le
tableau 1.1 suivant l’essentiel des notations propres à chacune. Des compléments de notations
seront faits si nécessaire dans chacune des différentes sections présentant les approches.

Page 7



1.1. Les modèles étudiés

Notations propres à Notations propres à Notations propres à

Éléments du modèle l’approche LISREL l’approche PLS l’approche EM pour
les SEM à facteurs

VL (endogènes, exogènes) (η,ξ) (ξ,ξ) (g,f)

VO liées aux VL (y,x) (x,x) (Y, X)
(endogènes, exogènes)

Termes d’erreurs ε, δ, ζ ε, ζ εY , εm, εg

Coefficients de mesure
liés aux VL (Λy = [λy] , Λx = [λx]) π (b, am)
(endogènes, exogènes)

Coefficients structurels liant
les VL (endogènes, exogènes) (B = [β] , Γ = [γ]) (β, β) (−, cm)
aux endogènes

Indice des blocs de VO − kendo ∈ J1,KendoK −
liées aux VL endogènes

Indice des blocs de VO − kexo ∈ J1,KexoK m ∈ J1, pK
liées aux VL exogènes

Indice des VO du bloc lié j ∈ J1, pK j ∈ J1, pkendoK j ∈ J1, qY K
à la VL endogène

Indice des VO des m blocs j ∈ J1, qK j ∈ J1, pkexoK j ∈ J1, qmK
associés aux VL exogènes

Indice des VL (j ∈ J1,mK, j ∈ J1, nK) (kendo, kexo) (−, −)
(endogènes, exogènes)

Nombre d’individus N N n

Nombre de VL (m, n) (Kendo, Kexo) (1, p)
(endogènes, exogènes)

Nombre de VO liées aux VL

(endogènes, exogènes) (p, q)

( ∑
kendo

pkendo ,
∑
kexo

pkexo

)
(qY , qp)

Nombre total de VL m+ n K 1 + p

Nombre total de VO p+ q
∑

kendo, kexo

pkendo + pkexo qY +
p∑

m=1
qm

L’ensemble des paramètres Θ Θ θ

Tableau 1.1 – Recoupement des notations utilisées pour les différentes approches d’estimation.
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1.1.5 Commentaires : lien entre modèle à facteurs et ACP

L’analyse factorielle et la méthode d’Analyse en Composantes Principales (ACP) sont liées
par leur objectif de réduction des données. En effet, dans le cadre de la statistique descrip-
tive multidimensionnelle et dans le cas de variables quantitatives, l’ACP est très utilisée en
pratique pour réduire le grand nombre de variables observées en un plus petit nombre d’élé-
ments nommés composantes. Cet objectif est atteint en combinant les variables fortement
corrélées dans une même composante. On retrouve ici l’esprit de réduction du nombre de
variables observées fondant l’analyse factorielle (Lawley and Maxwell, 1963). La différence
entre l’ACP et l’analyse factorielle se situe au niveau de la nature des éléments synthétisant
les nombreuses variables observées de départ. En effet, dans le cadre de l’ACP, ce sont des
composantes, c’est à dire des combinaisons linéaires des variables observées, alors que dans
le cas de l’analyse factorielle, ce sont des facteurs, sur lesquels seule une hypothèse de dis-
tribution est faite. De plus, dans les modèles factoriels, ce sont les variables observées qui
sont des combinaisons linéaires des facteurs. Ainsi, la méthode descriptive ACP se distingue
de l’analyse factorielle qui repose sur un modèle probabiliste. En effet, le modèle initial est
semblable mais le traitement des données par ces deux approches est différent.
Avant de présenter l’ACP comme un cas particulier du modèle à facteurs, nous en présentons
la théorie dans la section suivante. Pour des raisons de simplicité, on se limitera à présenter
cette théorie pour la métrique identité.

Théorie de l’Analyse en Composantes Principales (ACP)

Étant donné un vecteur Y = [y1
′
, . . . , yq ′] de q variables, l’objectif de l’ACP est de construire

des variables g1, . . . , gK linéaires en Y , deux à deux non corrélées et de variance (dite aussi
inertie) maximale. Avec une métrique identité 1, le critère sous-jacent se formalise comme
suit,

max
α′α=1

{V ar(g)} = max

{
α′ΣY α

α′α

}
(1.6)

où, g = Y α =
∑q

j=1 αjy
j ∈ Rn, α ∈ Rq et ΣY la matrice de variance-covariance de Y .

Par satisfaction de ce critère, les représentations graphiques des données dans un espace
de dimension q seront réduites par une projection de celles-ci dans un plus petit espace de
dimension K de la manière la plus fidèle. Ces représentations graphiques seront alors plus
commodes à interpréter.
La première solution α1 de (1) est fourni par une diagonalisation ΣY . C’est à dire par la
résolution de ΣY α1 = λ1α1 avec α1

′α1 = 1 et V ar(g1) = λ1. En effet, si
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λK ≥ . . . ≥ λq sont les valeurs propres de ΣY , on a :

∀k ∈ J1,KK, V ar(gk) = V ar(Y αk) = λk

α1 sera l’axe principal d’inertie mais aussi le vecteur propre (normé 2 à l’unité au sens ici de
la métrique identité) associé à la plus grande valeur propre obtenue λ1 par la diagonalisation
de ΣY Iq. Une fois que le vecteur α1 est obtenu, la première composante principale 3 est
g1 = 1√

λ1
Y α1. Les autres composantes principales vont être cherchées orthogonales aux pré-

cédentes de façon analogue. 4

1. Pour une métrique quelconque Q, ce critère s’écrit :

max
α′Qα=1

{V ar(g)} = max

{
α′QΣYQα

α′Qα

}

2. Dans le cas général, normé au sens de la métrique Q choisie et par la diagonalisation de ΣYQ.
3. La première composante principale est dans le cas de la métrique Q : g1 = 1√

λ1
Y Qα1.

4. Les composantes sont normées à la valeur propre associée car on veut que la distance entre deux obser-
vations dans le plan, soit la meilleure approximation de la vraie distance.
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Pour satisfaire ce critère, on construit d’abord g1 = Y α1 de variance maximale sous la
contrainte α1

′α1 = 1, puis g2 = Y α2 de variance maximale sous la contrainte α2
′α2 = 1

et Cov(g1, g2) = 0 et, de façon générale gk = Y αk de variance maximale sous la contrainte
αk
′αk = 1 et Cov(gl, gk) = 0 ∀l < k et k ∈ J1,KK où K est le nombre de composantes

principales retenues. K est le nombre de plus grandes valeurs propres λ1, . . . , λK de ΣY tel
que

∑q
j=1 V ar(y

j) −
∑K

k=1 V ar(gk) ≤ ε avec ε fixé d’avance et proche de zéro. On dit alors
que le choix de K est fait de manière à ce que la part de la variance expliquée par les facteurs
g1, . . . , gK soit grande et la plus proche possible de celle des données originelles. Ce qui s’écrit
également :

tr(ΣY )−
K∑
k=1

λk ≤ ε tel que

q∑
k=K+1

λk ≤ ε

Ainsi, l’ACP peut être vue comme une approche cherchant à approximer la matrice ΣY de
rang q par une matrice de rang K plus petit.
En pratique, K, le nombre de composantes retenues est déterminé par l’utilisation de trois
règles empiriques alternatives :

— K est choisi tel que le pourcentage de l’inertie expliquée ou cumulée tr(ΣY ) =
∑K

k=1 λk
est proche de 100 % ;

— K correspond au nombre de bandes de l’histogramme des valeurs propres avant la
première rupture. On parle de rupture dans l’éboulis ;

— K correspond à l’indice k de la dernière valeur propre λk supérieure à 1, dans le cas de
données centrées réduites d’après le critère de Kaiser.

Suivant la règle, la valeur de K peut être différente. Il faut alors faire un choix.
Pour détailler ce qui fait la différence entre ACP et estimation d’un modèle à facteurs, nous
allons compléter par quelques notions la théorie de l’approche ACP présentée dans la section
précédente.

Notions théoriques supplémentaires sur l’ACP

D’après la section précédente, si on note A = [α1, . . . , αq] la matrice orthogonale dont les
colonnes sont constituées par une base orthonormée de vecteurs propres de ΣY , on peut
écrire,

ΣY = ALA′ (1.7)

avec L = diag(λ1, . . . , λq).
Introduisons quelques notations nécessaires à la comparaison. On considère,
A1 = [α1, . . . , αK ], A2 = [αK+1, . . . , αq] et L = diag(L1, L2) où L1 = diag(λ1, . . . , λK) et
L2 = diag(λK+1, . . . , λq). Alors (1.7) peut se décomposer comme suit,

ΣY = A1L1A
′
1 +A2L2A

′
2.

Si à nouveau on note, Λ = A1L
1
2
1 et D2 = A2L2A2

′, (1.7) peut également se décomposer
comme suit,

ΣY = ΛΛ′ +D2. (1.8)

On retrouve alors une écriture similaire à celle de la structure de la matrice de variance-
covariance (1.4) du modèle à facteurs. Nous pouvons aussi remarquer que si les (q − K)
dernières valeurs propres sont proches de zéro (c’est à dire tr(L2) < ε, on peut approximer
ΣY par A1L1A

′
1. Il devient alors facile de voir la liaison entre l’approche ACP et le modèle à

facteurs. En effet, si on note g = [g1, . . . , gK ]′ = A′1Y le vecteur des K premières composantes

et Λ = A1L
1
2
1 et φ = L

− 1
2

1 g, on obtient la décomposition de Y sous la forme d’un modèle à
facteurs :

Y = A1g + u = Λφ+ u (1.9)
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où, u = Y −A1A
′
1Y , φ a le rôle de facteur et correspond à g pour le modèle (1.1) (Λ correspond

à B, u à ε et le paramètre de moyenne est nul). De plus, il est facile de retrouver les hypothèses
du modèle à facteurs.

— L’hypothèse du modèle à facteur V ar(g) = I, se retrouve par,

V ar(φ) = L
− 1

2
1 V ar(g)L

− 1
2

1

= L
− 1

2
1 L1L

− 1
2

1 selon la diagonalisation de ΣY

= I.

— L’hypothèse du modèle à facteur Cov(ε, g′) = 0, se retrouve comme suit, où pour
des raisons de simplification de notations et de calculs nous ferons l’hypothèse que
E (Y ) = 0 :

Cov
(
u, φ′

)
= E

(
uφ′
)
− E (u)E

(
φ′
)

= E
(
uφ′
)

= E

(
A2A

′
2Y Y

′A1L
− 1

2
1

)
= A2A

′
2Σ

YA1L
− 1

2
1

= 0.

— L’hypothèse du modèle à facteur V ar(ε) = Ψ, se retrouve par :

V ar(u) = V ar(Y −A1A
′
1Y )

= V ar(A2A
′
2Y )

= A2A
′
2Σ

Y
(
A2A

′
2

)′
= A2L2A

′
2

= D2.

en effet, D2 correspond à Ψ dans la décomposition de la matrice de variance ΣY dans
(1.8).

La méthode ACP : un cas particulier du modèle à facteurs

Dans le cadre de l’ACP, la décomposition de Y sous la forme d’un modèle à facteurs (1.9)
montre que les deux approches (ACP et analyse factorielle) ont un même modèle initial. La
vision de l’ACP comme cas particulier du modèle à facteur devient explicite lorsque nous
supposons que les variables observées vérifient un modèle à K facteurs, ce qui revient à ce
que ΣY = BB′ + Ψ avec B de dimension (q ×K) de rang K et Ψ diagonale définie positive.
Si la matrice Ψ était connue, on aurait ΣY − Ψ = BB′ et la matrice ΣY − Ψ serait de rang
K et admettrait (q −K) valeurs propres nulles. Alors, la diagonalisation ΣY − Ψ fournirait
exactement la matrice B. En effet, on aurait,

ΣY − Ψ = ALA′ (1.10)

où, L = diag(L1, 0(q−K)×(q−K)). Ainsi, ΣY − Ψ = A1L1A
′
1 = (A1L

1
2
1 )(L

1
2
1A1) = ΛΛ′. De plus,

lorsque ΣY est la matrice des corrélations, ΣY − Ψ est dite matrice des corrélations réduites.
Par conséquent, on en conclut que l’analyse factorielle est équivalente à une ACP sur la
matrice des corrélations réduites.
Ainsi, en pratique, il est recommandé de démarrer l’estimation d’un modèle à facteurs, par une
ACP. Cela permet d’obtenir une estimation du nombre de facteurs à retenir. Ces approches
s’avèrent donc complémentaires en pratique.

Page 11



1.1. Les modèles étudiés

La différence entre l’ACP et l’analyse factorielle se situe au niveau de la décomposition de la
matrice de variance-covariance ΣY . Les contraintes sont différentes selon les approches. Pour
l’ACP, lors de la décomposition ΣY = ΛΛ′ + D2, la matrice ΣY de rang q est approximée
par ΛΛ′ avec Λ de rang K et D2 de rang (q −K), alors que pour l’analyse factorielle, la
décomposition ΣY = BB′ + Ψ est telle que le rang de Ψ est q 6= q −K. Ainsi, bien que ces
deux approches ont un même modèle initial et que lorsque les variables vérifient un modèle
à K facteurs des similitudes se retrouvent, il existe une différence de traitement des données.
De plus, l’ACP est descriptive alors que l’analyse factorielle est probabiliste et procède à une
estimation du maximum de vraisemblance.
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Chapitre 1. Les SEM à VL et leurs méthodes d’estimation

1.2 Les méthodes d’estimation des modèles à équations structurelles
et variables latentes

Il existe deux grandes familles de méthodes : PLS développée par Wold (1966) et LISREL
issue des travaux de Jöreskog (1967, 1969). Pour chacune d’elle, les notations sont différentes.
En effet, dans la littérature les notations relatives aux VL, VO et paramètres ne sont pas
fixées. Nous faisons le choix de présenter chacune des approches dans des sections indépen-
dantes selon leur propre formalisme mathématique. Pour faciliter la compréhension, nous
allons introduire en complément du tableau 1.1 quelques notations supplémentaires.
L’objectif de ces méthodes est d’estimer les paramètres du modèle : coefficients de mesure,
coefficients structuraux mais aussi les matrices de variances-covariances pour l’approche LIS-
REL. Pour y parvenir, des méthodes numériques ont été développées et implémentées. La
présentation de chacune des approches PLS et LISREL est accompagnée des principaux al-
gorithmes associés. Nous commençons par l’approche PLS qui est plus simple.

1.2.1 Modèle à composantes : l’approche de Wold (PLS)

L’approche PLS (Partial Least Squares) a été introduite par Wold (1966, 1982). Ses travaux de
recherche ont d’abord traité de l’ACP avec la présentation de l’algorithme NILES (Nonlinear
estimation by Iterative LEast Squares, Wold (1966)). Ensuite, il a proposé l’algorithme NI-
PALS (Nonlinear Iterative PArtial LEast Squares, Wold (1973)). Puis ses travaux aboutirent
à l’approche PLS (Wold, 1985; Lohmöller, 2013), issue de l’estimation des moindres carrés.
Elle est fondée sur des régressions simples et multiples. Son avantage est qu’elle nécessite peu
d’hypothèses.

Écriture du modèle général et de ses hypothèses dans la littérature

Notons xk le k-ème bloc de VO de dimension n × pk et ξk la k-ème VL de dimension n × 1
(cf. 1.1). L’écriture du modèle dans la littérature est la suivante :


xkj = πkjξk + εkj (1.11a)

ξk =
∑

i:ξi→ξk

βikξi + ζk (1.11b)

où, (1.11a) et (1.11b) sont respectivement le sous-modèle de mesure et le sous-modèle struc-
turel, ξi → ξk signifie que ξi fait partie des déterminants (variable explicative) de ξk ; π
représente les coefficients de mesure (nommés aussi “loadings”) ; β les coefficients structurels
et ε et ζ les erreurs de mesures.
Les hypothèses de ce modèle sont :

— Corr(εkj , ζk) = 0, ∀ i et k ;

— Corr(ξi, ζk) = 0, ∀ i tel que i 6= k ;

— Corr(εkj , ξk) = 0, ∀ j et k ;

— Corr(εkj , εlm) = 0, ∀ k, j, l,m tels que (k, j) 6= (l,m).

Illustration graphique

Par exemple, selon les notations et les conventions graphiques de PLS, le schéma 1.3 donne
la figure 1.4 et se modélise :

{
xkj = πkjξk + εkj , ∀k ∈ J1, 3K et ∀j ∈ J1, qK
ξ3 = β13ξ1 + β23ξ2 + ζ3
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1.2. Les méthodes d’estimation des modèles à équations structurelles et variables latentes

où, ξ1, ξ2 et ξ3 correspondent respectivement à f1, f2 et g ; β13 et β23 à respectivement c1 et
c2 ; ∀j π1j , π2j et π3j correspondent respectivement à a1, a2 et b ; ζ3 correspond à εg et ∀j,
les variables x1j , x2j , x3j correspondent respectivement aux variables X1, X2, Y et ε1q, ε2q
correspondent respectivement aux erreurs de mesures ε1, ε2.

Figure 1.4 – Diagramme du modèle (1.5) pour l’approche PLS.

L’algorithme PLS

En pratique, l’approche PLS résout les équations du modèle de manière itérative. Elle utilise
un algorithme qui estime d’une part les VL et d’autre part les coefficients du modèle. Après
initialisation de poids externes wkj , il alterne la construction des VL, en se basant tantôt sur
le modèle de mesure (externe) et tantôt sur le modèle structurel (interne). Dans l’estimation
externe, les VL standardisées sont notées yk et estimées comme combinaison linéaire de
leurs VO centrées i.e. : yk ∝ ±xkwk, où ∝ signifie que le terme de gauche est égal au terme
de droite standardisé et ± que le signe est choisi tel que yk est positivement corrélée au
maximum de variables de xk. L’estimation interne, quant à elle, tient compte des relations de

causalité qui lient les VL dont la notation devient zk et les approxime par zk =
K∑
j=1

ckjekjyj ,

où ckj = 1 si ξk et ξj ont un lien de causalité et 0 sinon. Et ekj = corr(yk, yj) si la relation de
causalité va de ξk vers ξj , sinon lorsque la relation de causalité va de ξj vers ξk, ekj est égal
au coefficient de régression, de la régression de yk sur yj . Lorsque la convergence est atteinte,
les coefficients du modèle sont estimés par régression simple ou multiple (OLS) suivant le
nombre de VL et celles-ci sont remplacées par leurs estimations. Dans cette approche, les VL
sont estimées par des composantes construites à partir des VO qui leur sont respectivement
associées, ce qui fait qu’elles ne satisfont plus la définition classique d’une VL (Bollen, 2014).
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Chapitre 1. Les SEM à VL et leurs méthodes d’estimation

La procédure de l’algorithme PLS

L’algorithme PLS procède comme suit :

1. Initialisation des poids externes wkj .

2. Estimation externe fondée sur le modèle de mesure des VL ξk :
Les VL standardisées sont approximées par une combinaison linéaire yk de leurs VO
centrées xk telle que :

yk ∝ ±xkwk. (1.13)

3. Estimation interne fondée sur le modèle structurel des VL ξk :
Les variables standardisées sont approximées à nouveau par zk telle que :

zk =
K∑
j=1

ckjekjyj (1.14)

4. Actualisation des poids externes :
Il existe deux façons de faire nommées mode A et mode B. Le mode A qui correspond au
schéma de mesure réflectif (Wold, 1982) est le plus utilisé dans la littérature. Il propose
d’actualiser les poids externes par :

wk =
1

zk ′zk
xk
′zk. (1.15)

Le mode B correspond au schéma de mesure formatif (Wold, 1982) et actualise les poids
externes par :

wk = (xk
′xk)

−1xk
′zk (1.16)

sous la contrainte wk
′xk
′xkwk = N . On reconnait la solution de régression de zk = xkwk.

5. Si la convergence est atteinte on passe à la dernière étape 6. Sinon, on retourne à la
deuxième étape de l’algorithme.

6. Après convergence, les coefficients structurels β̂ sont calculés par régression simple ou
multiple suivant le nombre de VL du modèle.

L’algorithme de l’approche PLS présenté est plus précisément celui de l’approche dite PLS
Path-Modeling (PLSPM) détaillée dans Lohmöller (2013).
Pour chacun des deux modes A et B, il existe trois variantes (ou “schémas”) nommées “cen-
tröıde” (cf. figure 1.5), “factorielle” et “structurelle”. Elles correspondent à de légères modi-
fications des expressions (1.15) et (1.16) actualisant les poids externes. Cela conduit à six
stratégies possibles de détermination des VL dans l’approche PLS. Pour chacune de ces six
stratégies, le calcul des poids externes wk est réalisée par une procédure itérative proposée
par Wold et détaillée dans Lohmöller (2013).
Usuellement, lors de l’étape d’initialisation, les poids externes sont choisis tel que
wkj = sign(corr(xkj , yk))) si k = 1 et 0 sinon. Puis, les poids externes sont standardisés de
manière à ce que la variance des VL soit de 1. Cette procédure n’est pas unique, Tenenhaus
et al. (2005) propose une autre méthode qui consiste à prendre pour chaque bloc, les éléments
du premier vecteur propre issu de l’ACP avec une majorité de signes positifs. Dans le cas où
il y a égalité entre les signes positifs et négatifs, la variable avec la plus grande corrélation en
valeur absolue prend le signe positif.
Il existe aussi plusieurs variante à la procédure PLS présentée. Par exemple lors de l’étape 3,
Lohmöller (2013) propose de remplacer les termes ckjekj par les coefficients de régression de
yk sur les yj qui en sont explicatifs.
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Figure 1.5 – Schéma de l’approche PLS

Propriétés de l’algorithme PLS

Actuellement, peu de propriétés ont été démontrées mais en pratique, plusieurs d’entre elles
sont supposées car généralement observées. Par exemple, la propriété de convergence avec
une probabilité 1 de l’algorithme PLS a été démontrée par Lyttkens et al. (1975) pour un
nombre de bloc de variables K ≤ 2. À partir de trois blocs, la convergence est seulement
observée en pratique. D’autres chercheurs se sont par la suite penchés sur les propriétés de
PLS et ont cherché à en démontrer. Mais beaucoup d’entre elles sont restées au stade de la
conjecture, en voici quelques unes non exhaustives :

Conjecture 1. Les estimations des coefficients du modèle sont consistantes au sens large
(Wold, 1982).
Cette conjecture a été étudiée par Dijkstra (1981) qui a montré que les valeurs estimées sont
proches de la valeur réelle lorsque le nombre de VO par bloc et le nombre d’unités statistiques
tendent vers l’infini. Cependant, il mit en évidence que rien ne pouvait prouver qu’elles
tendaient vers cette valeur à la limite. Un exemple d’analyse de sensibilité des estimations des
paramètres de la méthode PLS a été réalisé par Jakobowicz (2007) et illustre cette conjecture.

Les critères suivants illustrent que contrairement à l’algorithme de l’approche PLSPM, dans
certains cas, PLS consiste en l’optimisation d’une fonction à travers un critère à satisfaire.
En fonction du nombre de blocs de variables les critères sont différents. Pour les cas de plus
de deux blocs, nous avons les deux critères suivants :

Critère 1. Pour l’actualisation des poids externes par le mode B, sous le choix du schéma
centröıde, les VL sont obtenues en maximisant le critère :∑

k,l:ξl↔ξk

|corr (xkwk, xlwl) |. (1.17)
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où, xkwk et xlwl correspondent aux deux composantes associées aux blocs de VO xk et xl et,
ξl ↔ ξk signifie l’ensemble des relations de causalité entre les VL ξ. C’est à dire, l’ensemble
des relations où pour k et l fixés :

— soit, ξl est une VL explicative de ξk (ξl → ξk) ;

— soit, ξl est une VL dépendante de ξk (ξk → ξl).

Critère 2. Pour l’actualisation des poids externes par le mode B, sous le choix du schéma
factoriel, les VL sont obtenues en maximisant le critère :∑

k,l:ξl↔ξk

corr2 (xkwk, xlwl) . (1.18)

Pour le cas de deux blocs de variables, on peut se référer aux travaux de Tenenhaus (1999).
Néanmoins, des propriétés de PLS ont été démontrées. En voici quelques unes que nous ne
développerons pas :

Propriété 1. Au niveau de l’estimation du modèle interne, les variantes “centröıde” et
“factorielle” traitent de façon symétrique l’ensemble des VL contrairement à la variante
structurelle qui différencie les VL explicatives des VL dépendantes.

Propriété 2. L’estimation du modèle est sensible “à la mise à l’échelle” (i.e : au nombre de
VO) uniquement lors de l’utilisation du mode A.
Cette propriété a été démontrée par Dijkstra (1981).

Propriété 3. Les estimations obtenues par les modes A et B sont similaires lorsque la matrice
traitée est orthogonale.
Cela se justifie par le fait que le mode A est fondé sur des régressions simples et le mode B sur
des régressions multiples. Lorsque la matrice est orthogonale, peu importe que les régressions
soient simples ou multiples. Cela revient au même.
D’après Wold (1982) le choix du mode est suscité par la logique du modèle de mesure :

— le mode A correspond au modèle de mesure réflectif ;

— le mode B correspond au modèle de mesure formatif.

Mais cette formalisation n’est fondée sur aucune démonstration et est discutée par (Jakobo-
wicz, 2007). Selon lui, la différence entre les modes n’est pas associée au choix du schéma
mais à l’objet d’étude. Il propose de motiver le choix du mode par les points suivants :

— On choisit le mode A si on veut donner un plus grand poids au modèle externe ou si on
a beaucoup de VO par bloc. Car l’application du mode A sur un seul bloc de VO revient
à faire une ACP. Ainsi, lors de l’estimation avec le choix du mode A, le modèle externe
sera favorisé. En outre, lorsqu’il y a beaucoup de VO dans un bloc, il est préférable de
choisir le mode A car avec le mode B, les risques de multicolinéarité sont plus élevés.

— On choisit le mode B si on veut donner un plus grand poids au modèle interne. Car
pour le cas de deux blocs de VO, le mode B revient à faire une analyse canonique qui
maximise les corrélations entre les deux facteurs. Ainsi, dans le cas d’une modélisation
comportant plusieurs blocs de VO, si le mode B est choisit lors de l’estimation, le modèle
interne est favorisé.

Enfin, pour une revue plus complète de la littérature concernant l’algorithme PLS et sa
convergence, les travaux de Henseler (2010), Krämer (2005) et Hanafi (2004) peuvent être
consultés.
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Derniers développements liés à PLS

L’approche PLS étant fondée sur des régressions ordinaires, elle peut être appliquée au delà
de VO continues. Il arrive que les praticiens l’utilisent pour traiter des VO binaires ou des
VO catégorielles ordonnées. Pour cela, ils s’autorisent à les supposer continues puisque la mé-
thode PLS n’est fondée sur aucune hypothèse de distribution des données. Néanmoins, dans
le cas de variables catégorielles à peu de modalités ou non ordonnées, il n’est pas possible de
supposer leurs distributions continues, alors l’approche PLS ne pourra être appliquée.
Cependant, dans le cas de données dont on ne peut faire l’hypothèse de distribution conti-
nue, plusieurs adaptations de l’approche PLS ont été proposées tel que Partial Maximum
Likelihood de (Derquenne, 2005; Jakobowicz and Derquenne, 2007).
Les travaux de Betzin and Henseler (2005) présentent dans le cadre de la méthode PLS,
l’utilisation des moindres carrés alternés pour “quantifier” les variables catégorielles. Et dans
la même ligne directrice, Jakobowicz (2007) a travaillé sur la question de la non linéarité dans
les modèles à équations structurelles.
D’autres techniques de path modeling ont été développées. L’approche ACT (Analyse en
composante thématique) (Bry, 2003) est une variante de PLSPM (Lohmöller, 2013) : elle ne
cherche qu’une composante par bloc de VO. L’avantage de l’ACT est qu’elle s’affranchit des
hypothèses sur le sens des liaisons entre les VL des groupes explicatifs et le groupe dépen-
dant. Elle fournit une base de facteurs dans chaque groupe. Jusqu’alors PLSPM et l’ACT
n’optimisent pas de critère. Deux méthodes plus récentes sont fondées sur l’optimisation d’un
critère : RGCCA (Tenenhaus and Tenenhaus, 2011) et THEME (Bry and Verron, 2015). Elles
consistent en la régression linéaire multivariée multi-blocs sur composantes.
RGCCA est elle aussi une technique de path modeling qui estime qu’une composante par bloc.
Elle cherche des composantes corrélées dont les liaisons peuvent être des relations bivariées,
symétriques. Au niveau des diagrammes cela va se traduire par des flèches à double sens.
Contrairement à PLSPM, elle optimise un critère :

max
w1,...,wK

K∑
k,l=1,k 6=l

cklg (corr (xkwk, xlwl)) (1.19)

où,

— ckl = 1 si xk et xl sont liées et 0 sinon ;

— g est une fonction pouvant être de la forme :

— g(x) = x et on retrouve l’approche PLS ;

— g(x) = |x| et on retrouve la variante centröıde de PLS (Wold, 1985) ;

— g(x) = x2 et on retrouve la variante factorielle de PLS (Lohmöller, 2013).

Elle présente donc l’avantage d’optimiser un critère et de réunir différentes variantes de l’ap-
proche PLS.
THEME (Bry and Verron, 2015) est quant à elle une technique où les liaisons sont partielles et
non globales (comme les correlations et covariances). (Bry and Verron, 2015) montre qu’il est
possible d’avoir une absence de corrélation entre deux variables ayant pourtant une influence
l’une sur l’autre lorsqu’une troisième entre en jeu. Les avantages de THEME sont qu’elle
permet de :

— séparer les effets explicatifs pour un même groupe dépendant ;

— extraire plusieurs composantes par bloc dans un ordre hiérarchique.

Le modèle “thématique” est donc plus général que celui de RGCCA.

1.2.2 Modèles à facteurs : l’approche de Jöreskog (LISREL)

Cette approche est fondée sur l’analyse de la structure de la matrice de variance-covariance
du modèle (cf. (1.4) section 2.2.2). Depuis les années 1940, plusieurs méthodes d’estimation
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fondées sur l’analyse de corrélation canonique ont été développées par Lawley (1940, 1942,
1943, 1967); Rao (1955); Howe (1955); Bargmann (1957) sur lesquelles Jöreskog s’est en
partie appuyé pour construire son approche. La méthode de Jöreskog utilise un système
d’équations structurelles et se concentre sur l’estimation de la matrice de variance-covariance.
Cette approche a été implémentée dans le logiciel LISREL 8 par Joreskog and Sorbom (1996).
D’où le nom couramment donnée à l’approche de Jöreskog : LISREL. Cependant, d’autres
noms peuvent être rencontrés dans la littérature, tels que “Covariance Structure Analysis”
(CSA) ou SEM. . .
Avant de présenter l’approche LISREL dans son formalisme le plus général, nous débuterons
par le calcul des estimateurs de maximum de vraisemblance des paramètres du modèle dans
le cadre simplifié des notations du modèle à facteurs présenté au chapitre 1. Ce choix est fait
dans l’objectif de faciliter la compréhension théorique de cette approche.

La fonction de vraisemblance

Dans le cadre du modèle à facteur (1.1) et des hypothèses d’indépendance et de loi gaussienne
des facteurs faites section (2.2.1), les yi suivent indépendamment une loi N (µ,ΣY ) tel que
ΣY = B′B + Ψ. La vraisemblance d’une séquence d’observations Y = [y1, . . . , yn] et
θ = (µ,B, Ψ) l’ensemble des paramètres à estimer est :

l(θ;Y ) = p(y1, . . . , yn; θ)

= (2π)−nq/2|ΣY |−n/2exp

{
−1

2

n∑
i=1

(yi − µ)′ΣY
−1

(yi − µ)

}
= (2π)−nq/2|ΣY |−n/2exp

{
−n

2
tr
(
SΣY

−1)}
où la matrice de variance-covariance empirique est notée :

S =
1

n

n∑
i=1

(yi − µ)′(yi − µ). (1.20)

On en déduit la log-vraisemblance :

L(θ;Y ) = −n
2

(
log|ΣY |+ tr

(
SΣY

−1))
. (1.21)

La maximisation de cette fonction revient à la minimisation de la suivante :

L(θ;Y ) = log|ΣY |+ tr
(
SΣY

−1)
(1.22)

Et de manière triviale, la maximisation de cette fonction par rapport à µ donne :

µ̂ = Y =
1

n

n∑
i=1

yi. (1.23)

Pour obtenir les formules des autres estimateurs, on poursuit l’optimisation de cette fonction.
Maximiser la log-vraisemblance (1.21) revient à minimiser la fonction F suivante 5 :

F (B,Ψ) = log|ΣY |+ tr
(
SΣY

−1)− log|S| − q (1.24)

5. F étant définie par la différence entre la log-vraisemblance et la constante log|S| + q, elle va mesurer la
proximité entre la matrice de variance covariance théorique ΣY et la matrice de variance covariance empirique
S. Notons aussi que puisque les variables observables sont supposées gaussiennes, les éléments de la matrice S
suivent une loi de Wishart à n degrés de liberté.
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où log|S|+q est une constante. La procédure de minimisation consiste à résoudre ∂F
∂(B,Ψ)

= 0,

ce qui revient à chercher le minimum pour Ψ donné et ensuite le minimum global pour B
donné. La dérivée partielle de F par rapport à B est :

∂F

∂B
= 2ΣY

−1 (
ΣY − S

)
ΣY
−1
B (1.25)

et la dérivée partielle par rapport à Ψ est :

∂F

∂Ψ
= diag

(
ΣY
−1 (

ΣY − S
)
ΣY
−1)

. (1.26)

Les formules des estimateurs sont alors obtenues par annulation de ces dérivées partielles et
l’utilisation des identités de Lawley and Maxwell (1963) suivantes (cf. Jöreskog (1969)] :

ΣY
−1

= Ψ−1 − Ψ−1B′(I +BΨ−1B′)−1BΨ−1

ΣY
−1
B′ = Ψ−1B′(I +BΨ−1B′)−1

(1.27)

Enfin, suite à la résolution du système formé des équations (1.25) et (1.26) les formules des
estimateurs obtenues sont :

µ̂ = Y

B̂′ = J−1B′Ψ−1 (S − Ψ) , tel que J = B′Ψ−1B

Ψ̂ = diag
(
S − B̂′B̂

) (1.28)

Remarque. La consultation des démonstrations des résultats (1.25), (1.26) et (1.28) est pos-
sible dans l’annexe A.
Les formules solutions (1.28) ne représentent ni le minimum de F selon Ψ pour B donné,
ni le minimum de F selon B pour Ψ donné. Elles constituent seulement les relations entre
les paramètres au minimum global de F . D’ailleurs, l’équation de Ψ̂ dans (1.28) dépend de
B qui dépend lui même de Ψ. Les estimations du maximum de vraisemblance de B et Ψ
doivent satisfaire les équations (1.28) obtenues ou des équations matricielles équivalentes. En
pratique, la résolution de ces équations se fait de manière itérative. Des méthodes numériques
permettant le calcul des estimations sont présentées dans la section qui suit.

Méthodes numériques pour le calcul des estimations du maximum de vraisemblance

Les équations matricielles (1.28), solutions de l’estimation du maximum de vraisemblance ne
pouvant être résolues algébriquement, les procédures itératives constituent alors un recours
possible. Différentes méthodes itératives sont présentes dans la littérature telles que celles
proposées par Lawley (1942, 1943); Rao (1955); Howe (1955); Bargmann (1957). Lawley fut
le premier à proposer une méthode itérative pour un nombre de facteurs K = 1 en 1941 puis
de K = 2 en 1943. Son approche fut ensuite utilisée par Emmett (1949) qui la développa
jusqu’au nombre de K = 3 facteurs. Ces procédures ont ensuite été exposées dans un livre
de Lawley and Maxwell (1963) et aussi par Howe (1955) qui en propose des modifications et
cite d’autres approches telles que celle de Rao puis celle de Gauss-Seidel qu’il recommande.
Jöreskog (1967) est du même avis et affirme que parmi toutes les approches citées plus haut,
une modification de l’approche de Gauss-Seidel utilisée par Browne (1968) est selon lui la
plus compétitive vis à vis de celle qu’il propose dans son article et que nous présenterons plus
loin. Mais avant, nous présentons l’incontournable approche de Lawley and Maxwell (1963).
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Algorithme itératif proposé par Lawley

L’approche classique, repose sur des propriétés d’algèbre linéaire de base. Après avoir observé
que la deuxième équation de (1.28) peut se réécrire, B′Ψ−1 (S − Ψ) = JB′, il vient que la
matrice J contient les K valeurs propres de la matrice Ψ−1 (S − Ψ) et que les lignes de B′

correspondent aux vecteurs propres. En effet, par soucis d’identifiabilité du modèle, J est
contrainte à être diagonale. En considérant que les éléments de B′ sont réels, il peut être
alors démontré que le minimum de F pour une matrice Ψ donnée est obtenu lorsque les
vecteurs ligne de B′ sont choisis tels qu’ils correspondent aux K plus grandes valeurs propres
de Ψ−1 (S − Ψ) (cf. Jöreskog (1967) pour plus de détails).
Lawley and Maxwell (1963) proposent la variante qui va suivre où ils font les hypothèses que :

— le nombre de facteurs est K = 3 pour simplifier les développements (Emmett, 1949) ;

— J est diagonale.

Nous noterons ∀k ∈ J1,KK, b′k la ligne k de B′ et B[t] la matrice B à la t-ième itération.
L’algorithme procède comme suit :

1. Initialisation : B′[1] est initialisé tel que ses K lignes correspondent aux K premières

composantes principales de l’ACP des variables observées Y et Ψ[1] = s11 −
∑K

k=1 b1k.

2. Actualisation des paramètres B′ et Ψ à l’itération [2] suivante :

(a) Actualisation de la ligne 1 de B′ :
On calcule les vecteurs ligne suivants,

w′1 = b′1[1]Ψ
−1
[1]

u′1 = w′1S − b′1[1]
h1 = u′1w1

puis on obtient, b′1[2] =
1√
h1
u′1.

(b) Actualisation de la ligne 2 de B′ :
On calcule les vecteurs ligne suivants,

w′2 = b′2[1]Ψ
−1
[1]

j21 = w′2b
′
1[2]

u′2 = w′2S − b′2[1] − j21b
′
1[2]

h2 = u′2w2

puis on obtient, b′2[2] =
1√
h2
u′2.

(c) Actualisation de la dernière ligne K = 3 de B′ :
On calcule les vecteurs ligne suivants,

w′3 = b′3[1]Ψ
−1
[1]

j31 = w′3b
′
1[2]

j32 = w′3b
′
2[2]

u′3 = w′3S − b′3[1] − j31b
′
1[2] − j32b

′
2[2]

h3 = u′3w3

puis on obtient, b′3[2] =
1√
h3
u′3.

(d) Actualisation de Ψ : Ψ[2] = S −B[2]B
′
[2].

3. Tant que la convergence n’a pas lieu on passe à la deuxième étape de l’algorithme avec
actualisation de B′ à l’itération suivante et ainsi de suite jusqu’à obtention de valeurs
stationnaires. On considère alors que l’algorithme a convergé 6.

6. Les conditions de convergence de cet algorithme n’ont pas été établies mais la convergence est observée
en pratique.
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À l’étape 2.(a), lorsqu’on explicite les termes h1 et u′1 dans l’expression de b′1[2], on reconnait

la ligne 1 de l’équation de B̂ dans (1.28). Cependant, l’apparition des termes j21, j31
et j32 aux étapes 2.(b) et 2.(c) rendent cette reconnaissance moins évidente. Ces termes
correspondent aux éléments hors diagonale de la matrice J , laquelle est supposée diagonale.
Or, après initialisation, les valeurs des paramètres ne sont pas encore suffisamment proches
de leurs valeurs au maximum de vraisemblance. Ainsi, leurs valeurs ne sont pas telles que
l’hypothèse de J diagonale est respectée. Alors, à chaque actualisation des paramètres, leurs
valeurs sont corrigées par des termes de la matrice J , car les formules solutions (1.28) sont
obtenues sous cette hypothèse. En revanche, lorsque les paramètres tendent vers les valeurs
stationnaires, les éléments hors diagonale de J tendent vers zéro. La correction sera de plus
en plus faible au fur et à mesure que l’on se rapproche du maximum de vraisemblance.
Cela peut s’interpréter géométriquement. Prenons l’exemple de l’étape 2.(b) où

Figure 1.6 – Schéma de la correction apportée au vecteur b′2[1] par sa projection orthogonale sur la

direction du vecteur b′1[2] au sens de Ψ−1.

u′2 = w′2S− b′2[1]− j21b
′
1[2]. À l’aide du schéma 1.6, on voit que j21b

′
1[2] correspond à la projec-

tion orthogonale du vecteur b′2[1] sur la droite de même direction que le vecteur b′1[2] au sens

de Ψ−1. Ainsi dans u′2, lorsqu’on retranche b′2[1] + j21b
′
1[2], on “amène” le vecteur b′2[1] sur la di-

rection orthogonale à b′1[2] afin de respecter l’hypothèse J diagonale. On peut également faire
le rapprochement avec la procédure classique utilisant les valeurs propres et vecteurs propres
de la matrice Ψ−1(S−Ψ) citée en début de section. En effet, si au maximum de vraisemblance
la matrice B′ contient en ligne les vecteurs propres, alors ceux ci sont Ψ−1 orthogonaux
et donc, à chaque actualisation, la ligne k+1 doit être Ψ−1 orthogonale à la ligne précédente k.

Cette procédure n’est pas unique et Howe (1955) en a proposé quelques modifications. À
itération fixée, la première ne procède pas à l’orthogonalisation de chaque vecteur ligne de
B′ par rapport au précédent, ce qui permet d’économiser du temps de calcul.

Modifications de l’algorithme de Lawley proposées par Howe

La première modification est évidente : il suffit d’étendre näıvement l’étape 2.(a) de l’algo-
rithme de Lawley aux étapes d’actualisation de chacune des lignes suivantes de B′. Ce qui
s’écrit :

1. Initialisation : B′[1] est initialisé tel que ses K lignes correspondent aux K premières

composantes principales de l’ACP des variables observées Y et Ψ[1] = s11 −
∑K

k=1 b1k.

Page 22
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2. Actualisation des paramètres B′ et Ψ à l’itération [t+ 1] :

(a) Actualisation de B′ : B′[t+1] =
(
B′[t]Ψ[t]

−1B[t]

)−1 (
B′[t]Ψ[t]

−1S −B′[t]
)

;

(b) Actualisation de Ψ : Ψ[t+1] = S −B[t]B
′
[t].

3. Tant que la convergence n’a pas lieu on passe l’étape 2.(a) puis 2.(b) et ainsi de suite
jusqu’à obtention de valeurs stationnaires.

Cet algorithme ne tenant pas compte de l’hypothèse J diagonale, implique que les résultats
obtenus sont différents de ceux de l’algorithme de Lawley.

La deuxième consiste à imposer à J l’hypothèse de forme triangulaire inférieure, ce qui s’écrit :

1. Initialisation : B′[1] est initialisé tel que ses K lignes correspondent aux K premières

composantes principales de l’ACP des variables observées Y et Ψ[1] = s11 −
∑K

k=1 b1k.

2. Actualisation des paramètres B′ et Ψ à l’itération [t+ 1] :

(a) Actualisation de B′ : B′[t+1] = J − [t]−1
(
B′[t]Ψ[t]

−1S −B′[t]
)

;

(b) Actualisation de Ψ : Ψ[t+1] = S −B[t]B
′
[t].

3. Tant que la convergence n’a pas lieu on passe l’étape 2.(a) puis 2.(b) et ainsi de suite
jusqu’à obtention de valeurs stationnaires.

La dernière modification proposée est la suivante :

1. Initialisation : B′[1] est initialisé tel que ses K lignes correspondent aux K premières

composantes principales de l’ACP des variables observées Y et Ψ[1] = s11 −
∑K

k=1 b1k.

2. Actualisation des paramètres B′ et Ψ à l’itération [t+ 1] :

(a) Actualisation de B′ : B′[t+1] =
(
I +B′[t]Ψ[t]

−1B[t]

)−1 (
B′[t]Ψ[t]

−1S
)

;

(b) Actualisation de Ψ : Ψ[t+1] = S −B[t]B
′
[t].

3. Tant que la convergence n’a pas lieu on passe l’étape 2.(a) puis 2.(b) et ainsi de suite
jusqu’à obtention de valeurs stationnaires.

Le seul avantage de ces modifications serait une convergence plus rapide. Mais si le gain en
temps de calcul à chaque itération semble évident, l’augmentation de la vitesse de conver-
gence n’a pas été prouvée. Or, Howe (1955) les recommande malgré tout par rapport à l’al-
gorithme de Lawley. Cependant, Jöreskog (1966) montre les limites de ces dernières. Comme
par exemple la convergence non systématique ou la lenteur de convergence.
Howe (1955) référence d’autres approches dont par exemple la méthode de Gauss-Seidel (c.f.
la section 3.3 de Howe (1955)) qui présente selon lui et Jöreskog (1967) plus d’avantages que
celle de Lawley présentée plus haut. Dans le but d’améliorer la vitesse de convergence, par
la suite Jöreskog (1967) a développé une procédure reposant sur d’anciennes approches telles
que celle de Fletcher and Powell (1963) et celles de Newton Raphson. Ces dernières avaient
été délaissées parce qu’elles nécessitaient des calculs lourds de la matrice hessienne des dé-
rivées secondes de F et de son inverse. Elles présentent alors plusieurs inconvénients. Par
exemple, pour une des méthodes Newton-Raphson, la matrice hessienne nommée E ainsi que
son inverse étaient calculés à chaque itération, ce qui est très gourmand en temps de calcul.
Gourmandise qui est d’autant importante que le nombre de paramètres est élevé. Une autre
approche Newton Raphson propose quant à elle de ne calculer la matrice E et son inverse
qu’une seule fois et de les utiliser tels quels à chaque itération. À première vue, cela peut
sembler être moins gourmand en temps de calcul. Mais la conséquence est alors l’augmen-
tation du nombre d’itérations nécessaire pour arriver à convergence, lequel est d’autant plus
élevé que l’initialisation est éloignée de l’optimum. L’approche de Fletcher et Powell est un
compromis entre ces deux cas de méthode Newton Raphson. Elle calcule une matrice inverse
à chaque itération convergeant vers l’inverse de E avec un faible coût en temps de calcul.
C’est pour son efficacité que Jöreskog va la combiner à la méthode du pas descendant dans
la procédure qu’il propose (Jöreskog, 1967).
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Algorithme proposé par Jöreskog

Jöreskog (1967, 1970) fonde sa procédure sur une modification de la méthode computation-
nelle de Fletcher and Powell (1963). Pour les 5 premières itérations elle procède selon la
méthode du pas descendant et ensuite utilise les idées de l’approche de Fletcher et Powell.
Celle-ci cherche à minimiser le gradient et la matrice hessienne de F . Ainsi, elle nécessite le
calcul des dérivées secondes de F en plus des dérivées premières de F . Lors de sa présentation,
nous verrons qu’elle calcule aussi la valeur de la fonction F à chaque itération.
La minimisation de F par l’algorithme de Jöreskog, consiste après un choix initial de valeurs
θ[0] à calculer des estimations θ[t], ∀t où [t] est la t-ième itération tel que :

F
(
S,Σ

(
θ[t+1]

))
≤ F

(
S,Σ

(
θ[t]
))

où θ = {µ,B, Ψ}. Or, d’après les formules solutions (1.28), les paramètres Ψ et B sont liés,
contrairement à µ qui peut être estimé de manière indépendante. Donc θ[t] peut se résumer
à Ψ[t]. Alors, le critère à satisfaire devient :

F
(
S,Σ

(
Ψ[t+1]

))
≤ F

(
S,Σ

(
Ψ[t]
))

Pour ce faire, des hypothèses sont faites et des notations introduites. On note et définit :

— x := (x1, . . . , xq) le vecteur des éléments diagonaux de Ψ ;

— e le vecteur gradient de F tel que e
[t]
i :=

(
∂F
∂Ψii

)
Ψ=Ψ[t] ;

— E la matrice hessienne de F telle que E
[t]
ij :=

(
∂2
F

∂Ψii∂Ψjj

)
Ψ=Ψ[t]

;

— E∗ la matrice information de Fisher utilisée pour approximer l’inverse de la matrice E

telle que E
[t]
ij :=

n

2
E

[(
∂F
∂Ψii

∂F
∂Ψjj

)
Ψ=Ψ[t]

]
;

— d[t] la direction selon laquelle on va chercher x[t+1] ;

— α[t] la distance du point x[t] suivant la direction d[t] pour obtenir x[t+1] ;

— s(α) la pente qui correspond au coefficient directeur de la tangente en la localisation
x[t].

Les hypothèses sont :

— Ψ = diag (Ψii) est diagonale ;

— ∀i ∈ J1, qK, Ψii ≥ ε ;

— E∗ est définie positive ;

— la procédure est exécutée pour un nombre de facteurs K � q fixé.

L’écriture du critère peut donc encore se simplifier :

F
(
x[t+1]

)
≤ F

(
x[t]
)

et l’algorithme procède comme suit :

1. Initialisation :

— Il est possible d’initialiser ∀i ∈ J1, qK, x[0]i = 1 ; E∗[0] = Iq ;

— mais pour diminuer le nombre d’itérations nécessaire à la convergence, il est re-

commandé d’initialiser ∀i ∈ J1, qK, x[0]i =
(

1− k
2p

) (
1
sii

)
où sii est le i-ème élément

diagonal de S−1 ; E∗[0] =
[
E[0]

]−1
;

— l’initialisation des paramètres θ[0] et notamment celle de B (à partir de laquelle
on peut retrouver Ψ, µ étant estimé dès le départ par l’équation associée en (1.28)
) se fait par une méthode de type ACP.
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2. À l’itération [t] :

(a) On approxime E
[t]
ij par

n

2
E

[(
∂F
∂Ψii

∂F
∂Ψjj

)
Ψ=Ψ[t]

]
(les formules utilisées pour le calcul

de cette matrice sont présentées dans l’annexe B pour ne pas alourdir la description
de l’algorithme) ;

(b) On calcule le gradient e de F (sa méthode de calcul est elle aussi décrite dans
l’annexe B pour ne pas alourdir la description de l’algorithme) ;

(c) On calcule la direction d[t] = −E∗[t]e[t] ;
(d) On choisit α le meilleur possible c’est à dire tel que la pente s(α) soit la plus

proche possible de zéro. En effet à l’optimum la pente est nulle. La procédure n’est
pas détaillée ici mais l’idée consiste à choisir une valeur d’essai α1 et à calculer les
F ∗(α1) et s∗(α1) ainsi que F ∗(0) et s∗(0) tels que décrits aux deux points suivants.
Puis en fonction du signe de la pente s∗(α1) interpoler (quand il est positif) ou
extrapoler (quand il est négatif) le minimum en utilisant les deux valeurs de la
pente s∗(α) pour α = 0 et α = α1 ;

(e) On calcule F ∗(α) := F
[
x[t] + αd[t]

]
où α > 0 ;

(f) On calcule la pente s∗(α) := d[t]
′
eα où eα est le vecteur gradient au point x[t]+αd[t] ;

(g) On appelle α[t] la valeur courante de α la plus minimisante de F .

3. À l’itération [t+ 1] :

(a) On actualise x[t+1] = x[t] + α[t]d[t] ;

(b) On calcule la valeur F (x[t+1]) et le gradient e[t+1] ;

(c) On actualise E∗[t+1] = E∗[t] + 1
β[t] y

[t]y[t]
′ − 1

γ[t]
z[t]z[t]

′
telle que,

y[t] = x[t+1] − x[t]

h[t] = g[t+1] − g[t]

z[t] = E∗[t]h[t]

β[t] = y[t]
′
h[t]

γ[t] = h[t]
′
z[t]

4. On repasse à l’étape 2 puis 3 et ainsi de suite jusqu’à satisfaire un critère d’arrêt. Par
exemple, lorsque les valeurs absolues des dérivées du premier ordre de F par rapport
aux paramètres sont toutes inférieures à une valeur positive proche de zéro.

La dernière valeur de E∗ obtenue est multipliée par 2
n et donne une estimation de la matrice de

variance-covariance au maximum de la log-vraisemblance. Même si F n’est pas quadratique,
on peut considérer qu’elle l’est au voisinage de l’optimum. Sur la diagonale de E∗ on a alors
une estimation de la variance des paramètres estimés θ̂ et si on note cette estimation e∗ii. Un
intervalle de confiance à 95% peut être approximé par :

θ̂i − 2
√

(2/n)e∗ii < θi < θ̂i + 2
√

(2/n)e∗ii

Écriture du modèle général et de ses hypothèses

L’écriture du modèle dans la littérature est la suivante (cf. le tableau des notations 1.1) :
y = Λyη + ε

x = Λxξ + δ

η = Bη + Γξ + ζ
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où, Λy, Λx, B, Γ sont les matrices des coefficients ; η les variables latentes endogènes, ξ les
variables latentes exogènes et ε, δ, ζ les erreurs de mesure. On note également V (ξ) = Φ,
V (ζ) = Ψ et Θ = {Λy,Λx,B,Γ,Φ,Ψ,Θε,Θδ} l’ensemble des paramètres.
Les hypothèses de ce modèle sont :

— Les VO (y, x) sont normales multivariées ;

— ζ et ξ sont non corrélées ;

— I −B est non singulière ;

— E(ζ)=E(ξ)=E(η)=0 ;

— ε et η sont non corrélées ;

— δ et ξ sont non corrélées ;

— ε, δ et ζ sont mutuellement non corrélées ;

— E(ε)=E(δ)=0 ;

— V(ε)= Θε, V(δ)=Θδ.

Souvent, les conditions d’identifiabilité choisies se traduisent par les hypothèses suplémen-
taires suivantes :

— V (ξ) = Φ = I ;

— V (ζ) = Ψ est diagonale.

Dans la section 3.1.1., le développement de la fonction de vraisemblance et le calcul des
formules solutions, sont faits sous l’hypothèse : Γ = BΨ−1B′ (correspondant à la matrice
J) est diagonale et la contrainte d’identifiabilité : Φ = I (cf. Jöreskog (1967b) et Lawley et
Maxwell (1963)) pour pouvoir optimiser F et simplifier les calculs. On peut remarquer que
Φ = I correspond à notre hypothèse : les facteurs f suivent une gaussienne centrée et de
variance-covariance la matrice identité.

Illustration graphique

Par exemple, le diagramme 1.3 peut, avec les notations et les conventions graphiques de
LISREL, être illustré par le diagramme figure 1.7 et s’écrire comme suit :


y = Λyη + ε

x = Λxξ + δ

η = Γξ + ζ

où, η correspond à g′, Λy correspond à B′, x correspond [X1, X2], ξ correspond à

(
f1
′

f2
′

)
, Λx

correspond à [a1, a2]
′
, Γ correspond à (c1, c2), V ar(ξ) = Φ est fixée à In,

V ar(ζ) = Ψ est fixée à (c1)2+(c2)2, V ar(ε) = Θε correspond à ΨY et V ar(δ) = Θδ correspond
à diag(diag(Ψ1), diag(Φ2)).

L’approche LISREL

Les VO étant normales multivariées, l’ensemble de l’information des données est présente dans
les moments d’ordre 1 et 2 : la moyenne et la matrice de variance-covariance. D’où l’intérêt
d’estimer la matrice de variance-covariance à partir du modèle à équations structurelles.
L’idée fondamentale de l’approche LISREL repose sur l’hypothèse que la matrice de variance-
covariance Σ des VO (y, x) est égale à la matrice de variance-covariance théorique Σ(Θ)
exprimée en fonction de l’ensemble des paramètres Θ à estimer. Ce qui s’écrit :
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Figure 1.7 – Diagramme du modèle (1.5) pour l’approche LISREL.

Σ = Σ(Θ)

où Σ la matrice des colonnes de x est supposée définie positive.
En utilisant les hypothèses de non corrélation on obtient que Σ(Θ) s’écrit :(

V (y) COV (y, x)
COV (x, y) V (x)

)
=

(
Λy(I −B)−1(ΓΦΓ′ + Ψ)[(I −B)−1]′Λ′y +Θε Λy(I −B)−1ΓΦΛ′x

ΛxΦΓ
′[(I −B)−1]′Λ′y ΛxΦΛ

′
x +Θδ

)
Pour un jeu de données fixé, la matrice Σ observée correspond à la matrice de variance-
covariance empirique, notée S, qui est toujours supposée définie positive. Alors, en pratique,
à l’aide de S, on explicite Σ̂(Θ) en minimisant la fonction basée sur le maximum de vraisem-
blance (cf. (1.24)),

F (S,Σ(Θ)) = log|Σ(Θ)|+ tr(SΣ(Θ)−1)− log|S| − q

Σ(Θ) est estimée de manière à minimiser l’écart entre elle et S au sens de la fonction F à
optimiser. C’est en cela et par les hypothèses et propriétés de distribution que l’approche de
Jöreskog permet d’évaluer la qualité d’ajustement du modèle aux données. On note Σ̂(Θ)
l’estimation obtenue de Σ(Θ). Cette minimisation se fait par l’optimisation de la fonction F
dont nous avons décrit la procédure plus haut.
Dans la littérature d’autres fonctions F associées à d’autres approches sont proposées. En
voici quelques une :

— L’approche des moindres carrés généralisés (GLS) :

F (S,Σ(Θ)) =
1

2
tr(S−1(S −Σ(Θ))2).
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— L’approche des moindres carrés non pondérés (ULS) McDonald (1996) :

F (S,Σ(Θ)) =
1

2
tr((S −Σ(Θ))2).

— L’approche des moindres carrés pondérés (WLS ou ADF) :

F (S,Σ(Θ)) = (S −Σ(Θ))′W−1(S −Σ(Θ)).

où W est une matrice des poids.

Cependant, l’approche WLS a l’avantage de pouvoir être utilisée pour des données non nor-
males ou ordinales mais présente l’inconvénient de nécessiter de grands jeux de données. Les
références Bollen (2014) et McDonald (1996) présentent de manière complète les approches
GLS et ULS. L’approche ULS possède le grand avantage de proposer une réponse à la ques-
tion importante de l’estimation des facteurs dont leurs estimations sont nommées “scores”.
L’optimisation de la fonction F de ULS est complétée par le calcul de chaque score comme
combinaison linéaire de ses VO. Sans ce complément, ni l’optimisation de la fonction F de
ULS, ni de celles de GLS ou WLS ne permet l’estimation des facteurs. Nous aborderons à
nouveau l’approche ULS dans le chapitre suivant lorsque nous traiterons de la question de
l’estimation des facteurs.
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1.3 Conclusion et discussion

À l’exception de quelques cas d’approches PLS (cf. les critères 2 et 3 précédents) et de
RGCCA et THEME, PLSPM n’optimise pas de fonction contrairement à LISREL et ne fait
pas d’hypothèse sur les distributions des VL. LISREL quant à elle, optimise une fonction F ,
ce qui revient à maximiser la fonction de vraisemblance du modèle pré-établi. Cela se paye
par la nécessité d’hypothèses de distributions gaussiennes des variables (rares dans certains
domaines). De plus, LISREL repose sur un problème d’optimisation dont la résolution itéra-
tive est lourde. Ceci donne un avantage computationnel à PLSPM. Un autre avantage pour
PLSPM est que les VL standardisées sont estimées par des combinaisons linaires de leurs VO
centrées et leurs estimations nommées “scores”, sont obtenues directement après convergence
de l’algorithme. A contrario, dans le cadre de l’approche LISREL l’estimation des VL n’est
pas automatique. De plus, les méthodes proposant cette estimation n’ont été proposées que
récemment. Ces scores sont calculables a posteriori par deux méthodes : l’une développée par
Jöreskog (2000) et l’autre par Tenenhaus et al. (2005). La méthode proposée par Jöreskog
(2000) est du type moindres carrés mais n’utilise pas les équations structurelles du modèle.
L’autre méthode, proposée par Tenenhaus et al. (2005), s’inspire de l’approche PLS en cal-
culant les scores comme combinaison linéaire de toutes les VO centrées où les poids sont les
estimations des coefficients du modèle. Il en résulte que les estimations obtenues sont proches
de celles des sorties de l’approche PLS. Un autre inconvénient pour l’approche LISREL est
qu’elle nécessite l’inversion de matrices de covariances S ou ΣY qui ne sont pas forcément
définies positives. Si elles ne le sont pas, on est confronté à un problème de non identifiabilité
du modèle. De plus, si ces matrices sont singulières, on obtient en pratique que leur déter-
minant est nul ou négatif. Or, le déterminant d’une matrice de covariance est une variance
généralisée et ne peut donc pas être négative. D’après Anderson and Gerbing (1984) cela peut
arriver quand l’échantillon est de petite taille. Chen et al. (2001) et Wothke (1993) détaillent
ces problèmes d’identification du modèle et de matrices singulières liés à l’approche LISREL.
Ces méthodes sont donc multiples et complexes. Bien que PLS semble présenter un avantage
pratique par rapport à LISREL (résultant en partie de la contrainte des VL à être des com-
posantes), celui ci se paye par un espace des solutions réduit. De plus, LISREL traite mieux
les relations partielles que PLS. Mais PLS n’est plus la seule méthode à composantes pour
estimer les SEM. RGCCA et THEME le font aussi via l’optimisation d’un critère. En outre,
THEME a en plus de l’avantage de traiter les relations partielles, celui d’extraire plusieurs VL
par groupe dans un ordre hiérarchique. Enfin, les méthodes PLS et LISREL ont été comparées
dans plusieurs travaux (Jakobowicz, 2007; Stan and Saporta, 2006; Karl G. Jöreskog, 1982)
et il en résulte qu’elles sont à la fois concurrentes et complémentaires : PLS est plus adaptée
pour faire de la prévision alors que LISREL l’est plus pour de la validation de modèle.
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2.1. Utilisation actuelle de l’algorithme EM par les approches PLS et LISREL

2.1 Utilisation actuelle de l’algorithme EM par les approches PLS et
LISREL

2.1.1 Introduction et motivations

Depuis la création des approches LISREL et PLS, de multiples travaux de recherches ont
contribué à les améliorer, leur adjoindre des fonctionnalités complémentaires et à les étendre
à des modèles plus généraux. Les travaux de Muthén et al. (1987); Muthén (1989); Arbuckle
et al. (1996) se sont par exemple penchés sur la question de la gestion des données man-
quantes. Quant à McDonald (1996); Jöreskog (2000); Tenenhaus (2007), ils se sont penchés
sur la question de l’estimation des variables latentes bien que, Bartlett (1937, 1938) et Thom-
son (1948) avaient déjà abordé cette question. Ils proposent des méthodes pour l’estimation
des variables latentes (nommées scores) dans l’analyse en facteurs communs et spécifique.
Enfin, Moosbrugger et al. (1997); Klein and Moosbrugger (2000); Bollen (1995, 1996); Jo-
reskog and Sorbom (1996); Jöreskog and Yang (1997) et plus récemment Jakobowicz and
Saporta (2007) sont une liste non exhaustive de chercheurs qui ont contribué à développer
des techniques d’estimation de modèles plus généraux tenant compte de relations non linéaires
entre les VL. Par exemple, les modèles à équations structurelles non linéaires et à classes la-
tentes peuvent être estimés par un algorithme EM. D’ailleurs, l’utilisation de l’algorithme
EM par Goodman (1974a,b) a fourni la première méthode cohérente d’estimation du modèle
des classes latentes de Lazarsfeld (1950, 1954) considéré comme un modèle de mélange. Les
contributions étant nombreuses, la première partie de ce chapitre se focalise uniquement sur
celles utilisant l’algorithme EM ou traitant de la question de l’estimation des scores. Cela
permet de situer la contribution de ce travail de thèse vis à vis des travaux existants utilisant
également l’algorithme EM ou ayant le même objectif d’estimation des concepts latents. Par
la suite, l’algorithme EM est présenté puis utilisé pour un modèle structurel à facteurs simple
afin de mettre en place l’approche d’estimation par algorithme EM et les notations associées,
que nous utiliserons ultérieurement.

2.1.2 La question des données manquantes

En statistique, on parle de donnée manquante lorsque pour une variable donnée et une
observation donnée, on n’a pas de valeur. La gestion de ces données manquantes est un
problème qui ne peut être ignoré. La vaste littérature sur ce sujet nous apprend qu’en
fonction de la quantité des données manquantes et de leur type, diverses solutions peuvent
être choisies pour les traiter. On peut par exemple supprimer les observations pour lesquelles
une ou plusieurs variables ont des valeurs manquantes, imputer des valeurs à ces données
manquantes ou encore utiliser des algorithmes qui permettent de réaliser des analyses
statistiques malgré l’absence de ces données.
Lors d’une étude statistique sur un jeu de données réelles, la première étape est la préparation
des données. Le praticien doit alors procéder au “nettoyage” de la base de données qui
consiste à identifier les données aberrantes, les observations atypiques et gérer les données
manquantes. Différentes méthodes de traitement de celles-ci existent dans la littérature.
Le choix de la méthode adéquate ne peut s’effectuer qu’après avoir identifié le processus
sous-jacent à l’absence des données. Il existe trois familles de données manquantes décrites
par la suite et illustrées figure 2.2.

Par ailleurs, nous notons X le tableau de données (cf. figure 2.1) où xj,i est l’observation
située en colonne j et ligne i associée à la variable Xj , j ∈ J1, qK, pour l’unité statistique
i ∈ J1, nK. On note également X−j l’ensemble des variables du jeu de données X privé de la
variable Xj .
Les trois types de données manquantes peuvent être ordonnés par l’intensité d’aléa liée à leur
absence. Nous allons les décrire ici, du degré d’aléa le plus élevé au plus faible :
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Figure 2.1 – Tableau de données X de dimension n × q.

— Les données manquantes du type MCAR (Missing Completly At Random) sont celles
qui manquent de manière complètement aléatoire. C’est à dire que la probabilité qu’une
donnée associée à une variable soit manquante ne dépend ni des valeurs prises par la
variable, ni de celles prises par les autres variables du jeu de données.

— Les données manquantes du type MAR (Missing At Random) sont celles qui manquent
de manière aléatoire. C’est à dire que la probabilité qu’une donnée associée à une
variable soit manquante ne dépend pas de la variable en question mais peut dépendre
des autres variables.

— Les données manquantes du type MNAR (Missing Not At Random) sont celles qui
manquent de manière non aléatoire. Pour celles-ci, la probabilité qu’une donnée associée
à une variable soit manquante dépend à la fois de la variable en question et des autres
variables du jeu de données. Les données manquantes suivent alors un processus pouvant
être défini par une fonction. Les données manquantes sont dites censurées, tronquées
ou sélectionnées.

Dans le cas de ce dernier type de données manquantes non aléatoirement (MNAR), celles-ci
ne peuvent être traitées que si le processus est connu. Pour une revue de la littérature dans
le cadre des modèles à équations structurelles, on peut lire les travaux de :

— Gold and Bentler (2000) pour les cas de données manquantes MAR et MCAR ;

— Muthén et al. (1987) pour les problèmes de données manquantes du type MNAR.

Pour commencer, nous présenterons rapidement d’une part les méthodes classiques de trai-
tement des données manquantes du type MCAR et MAR puis d’autre part, celles liées aux
approches LISREL et PLS. Ensuite nous exposerons le cas des données manquantes MNAR
dans le cadre des modèles à équations structurelles.

Les données manquantes aléatoirement et complètement aléatoirement : MCAR et MAR

Nous exposons les méthodes habituellement employées pour traiter les données manquantes
MCAR et MAR ainsi que leur principe. Afin de les illustrer, nous nous plaçons dans le cadre
d’un tableau de données X dont les q variables Xj sont en colonnes et les n observations
indicées par i sont en ligne.

Les méthodes usuelles

— La méthode par suppression (ou de type deletion : C’est une méthode radicale qui
consiste à retirer du tableau de données X toutes les lignes i pour lesquelles au moins
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Figure 2.2 – Trois familles de données manquantes : MNAR, MAR et MCAR ordonnées par l’intensité
d’aléa de leur absence et décrites mathématiquement.

une des variables Xj possède une observation manquante. La conséquence fréquemment
observée en pratique est que beaucoup de lignes du tableau sont supprimées ce qui
engendre des biais et une importante perte d’information.

— La méthode de remplacement par la moyenne : Comme son nom l’indique, chaque
observation xj,i manquante est substituée par la moyenne des observations disponibles
de la variable Xj . Cette technique est souvent utilisée mais engendre une réduction
de la variabilité des variables et produit donc des biais sur les variances et covariances.
Remarquons qu’il est possible de procéder de manière similaire avec la médiane, le mode
etc.

— La méthode d’imputation Hot-Deck : Très utilisée dans la pratique des enquêtes (Ford,
1983), cette technique consiste à chercher pour chaque ligne i où se situe une observation
manquante, une ligne i′ similaire. Alors, on impute les observations xj,i′ aux positions
manquantes xj,i.

— La méthode d’imputation simple par algorithme EM : Très populaire, l’algorithme EM
procède en deux étapes :

Étape E (Expectation) La moyenne conditionnelle de la log-vraisemblance des données
complètes (observées et manquantes) sachant les données observées (non man-
quantes) est calculée ;

Étape M (Maximization) Les paramètres sont actualisés par maximisation de la fonc-
tion obtenue à l’étape E. Ainsi, dans le cadre de l’approche LISREL, la matrice
de covariance est mise à jour.

Après une initialisation adéquate, ces deux étapes sont réitérés jusqu’à satisfaire un
critère d’arrêt. Par exemple, jusqu’à obtention lors de deux itérations successives, des
matrices de covariance quasi-identiques. Cet algorithme, outil principal de la contribu-
tion de ce travail de thèse, sera décrit plus en détail dans les chapitres suivants. Il a été
développé par Dempster et al. (1977) et sa version la plus utilisée pour le traitement
des données manquantes est la suivante :

— La méthode d’imputation multiple via algorithme EM : Elle a été proposée par Rubin
(1987) et consiste à répéter la méthode d’imputation simple par algorithme EM.

— Les méthodes d’imputation multiples : Celles-ci utilisent les méthodes d’imputations
usuelles fondées sur le maximum de vraisemblance (modèles à effets mixtes). Elles ré-
pètent ces procédures d’imputation simples et présentent elles aussi l’avantage d’aug-
menter la variance des paramètres estimés.
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Différents travaux de comparaison des méthodes de traitement des données manquantes
ont été effectués et il en ressort qu’en général les plus adéquates sont celles fondées sur
l’algorithme EM et l’imputation multiple. Pour une revue de ces travaux, on peut consulter
(Brown, 1994; Gold and Bentler, 2000) et (Olinsky et al., 2003).

Après application de ces méthodes, le tableau de données qui en résulte est dit complet. On
peut alors passer au choix d’une procédure d’estimation du modèle mathématique établi.
Dans le cadre d’une modélisation à équations structurelles à VL les paramètres peuvent
être estimés par les exemples d’approches LISREL ou PLS. Mais notons que les différentes
procédures présentées ne répondent pas à la question de l’estimation des variables latentes.
Avant de traiter de la problématique d’estimation des variables latentes et des facteurs, nous
allons présenter des procédures complémentaires développées au cours des 20 dernières années.

La méthode Full Information Maximum Likelihood (FIML) pour LISREL

Dans un objectif de gestion des données manquantes, l’approche LISREL offre la possibilité
d’utiliser la fonction FIML (Arbuckle et al., 1996). Elle permet l’estimation des paramètres
d’un modèle à équations structurelles de manière moins brutale que la méthode par délétion.
Elle propose qu’à chaque ligne i du tableau de données, seules les observations disponibles
soient utilisées lors de l’estimation du maximum de vraisemblance en faisant abstraction
des valeurs manquantes. Plus précisément, l’estimation du maximum de vraisemblance est
obtenue en procédant aux modifications suivantes :
À chaque variable Xj à n observations dont l sont manquantes, on considère une variable X∗j
à n− l observations telle que,

X∗j = IsXj

où Is est une matrice identité amputée des lignes i associées aux valeurs manquantes de
Xj . On suppose alors que toutes les variables du tableau X ainsi modifiées suivent une loi

normale de moyenne Isx∗j et de matrice de variance-covariance IsΣIs
′ avec Σ la matrice de

variance-covariance de X. On appellera X∗ le nouveau tableau de données.
Alors, pour chaque observation i de X∗ la fonction de log-vraisemblance est définie par :

L(θi) = −1

2

{
ln |Σi|+

(
X∗i − x∗i

)′
Σi
−1
(
X∗i − x∗i

)}
+ λi

où,

— X∗i est le vecteur contenant uniquement les valeurs observées disponibles de la ligne i
de X ;

— x∗i est le vecteur des moyennes des variables dont les observations sont disponibles pour
le cas de la ligne i ;

— λi une constante liée au nombre de valeurs manquantes à la ligne i ;

— Σi est la matrice de variance covariance des variables dont les observations sont dispo-
nibles à la ligne i ;

— θi =
{
xi, Σi

}
, ∀i ∈ J1, nK.

Bien sûr par la suite on a :

L (θ) =

n∑
i=1

L (θi)

L’avantage de FIML est que les variances et covariances sont obtenues sans biais associé à la
taille de l’échantillon.
Dans le cas de l’approche PLS, lors de données manquantes, l’algorithme NIPALS (Non Linear
Iterative PArtial Least Squares) est utilisé. Il a été développé bien avant l’algorithme PLS
appliqué aux modèles à équations structurelles et s’intègre au niveau des premières étapes
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(1.13) et (1.15) de l’algorithme. Ces dernières sont modifiées de telle manière à n’utiliser que
les données disponibles à chaque ligne i. Ainsi les variables latentes sont estimées en ne tenant
compte que des données non manquantes.
Des travaux de comparaison entre les méthodes de traitement des données manquantes dans
le cadre des modèles à équations structurelles aboutissent aux conclusions que lorsque les
données sont normales, FIML obtient de meilleurs résultats que NIPALS et que les méthodes
usuelles (Olinsky et al., 2003) et (Verleye, 1997). NIPALS a tendance à rendre les écarts types
petits. Cependant, lorsque les données ne sont pas normales, PLS est parfois préféré pour son
absence d’hypothèse distributionnelle.

Les données manquantes non aléatoirement : MNAR

Pour traiter les données manquantes du type MNAR, il est nécessaire de connâıtre le processus
d’absence sous-jacent. Ce processus peut prendre la forme d’une fonction ou d’un modèle.
Il y a les modèles de mélanges et les modèles “sample selection models”. Dans le cas des
modèles à équations structurelles, on peut rencontrer dans la littératures plusieurs méthodes
de traitement des données manquantes MNAR. Nous discuterons de deux d’entre elles : la
méthode d’Heckman et celle de Tobit. Les modèles Tobit (1958) et d’Heckman (1979) sont
des modèles économétriques. Celui de Tobit a été proposé par James Tobin (1958) et est
utilisé pour décrire une relation entre une variable dépendante censurée ou tronquée et une
variable indépendante (exogène).
Exemples de données manquantes non aléatoirement :

— une femme qui sort d’un essai longitudinal sur la chute de cheveux parce qu’elle en a
perdu ;

— la non déclaration de revenus par une personne parce que celui ci est faible.

Muthén et al. (1987); Muthén (1989), utilisent les principes du modèle Tobit et proposent
une “analyse factorielle Tobit”. Mais celle-ci étant limitée aux cas des données censurées,
tronquées ou sélectionnées, il est préférable d’utiliser le modèle Heckit de Heckmann fondé
sur les “sample selection models”. Cependant, ces deux techniques reposent sur des hypo-
thèses de distributions normales des observations, ce qui permet l’utilisation du maximum de
vraisemblance pour les estimations mais limite l’utilisation de ces méthodes à LISREL. Ainsi,
le traitement des données manquantes du type MNAR n’est effectué que sous l’approche
LISREL et non sous PLS.
Par exemple, si on nomme θ1 la concaténation des paramètres liés au modèle et θ2 celui lié
aux processus d’absence des données, ce dernier étant supposé connu, il suffit d’estimer θ1
en supposant θ2 connu. Muthén et al. (1987) utilisent une fonction de vraisemblance adaptée
et ont validé cette approche sur des données simulées.
Tang and Lee (1998); Lee and Tang (2006) se sont aussi penchés sur la problématique des
données manquantes non aléatoirement pour les modèles à équations structurelles. Mais
la nécessité de connâıtre le processus d’absence des données manquantes reste nécessaire.
Ils ont proposé (ref. Tang et Lee 1998) une méthode fondée sur l’algorithme EM pour des
données MNAR tronquées ou censurées. Quelques années plus tard (Lee and Tang, 2006), ils
se sont tournés vers l’utilisation d’outils bayésiens pour l’analyse des modèles d’absence des
données, en supposant que l’absence des données suit un modèle de régression logistique.

Pour finir, bien que la question de la gestion des données manquantes et de leur traitement
reste la source de beaucoup de travaux de recherche et stimule encore nombre de chercheurs,
l’application des méthodes proposées jusqu’à présent reste faible. En effet, en pratique, il est
rare de connâıtre le processus d’absence des données. Et puis lorsqu’on le suppose connu,
sa modélisation reste difficile et son estimation délicate. Ceci s’explique par la sensibilité au
modèle des estimations des coefficients. Par exemple, l’emploi de la méthode de Heckmann,
s’accompagne d’une validation par analyse de sensibilité. En outre, ces méthodes sont sen-
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sibles aux déviations de la normalité des données, elles nécessitent une bonne spécification
du processus d’absence. Enfin, l’implémentation de la plupart d’entre elles uniquement sur le
logiciel commercial Mplus, ne favorise pas leur utilisation.

2.1.3 La question de la reconstruction de concepts latents

Les variables latentes sont des concepts non directement observables du modèle dont on sup-
pose l’existence. Lorsque le modèle est établi on suppose par ailleurs les relations de cause à
effet entre les VL à travers les équations structurelles puis entre elles et les variables obser-
vables à travers les équations de mesures. On pourrait näıvement considérer les VL comme
des données manquantes et chercher à les estimer avec les méthodes décrites précédemment.
Cependant, les variables latentes sont des données manquantes particulières. Elles n’appar-
tiennent à aucune des familles de données manquantes présentées. Les VL, sont des variables
pour lesquelles toutes les observations i ∈ J1, nK sont indisponibles. Ainsi, les méthodes de
traitement des données manquantes exposées à la section précédente ne sont pas adaptées
ou du moins non applicables directement. Or la question de leur estimation vient tout natu-
rellement et serait une source d’information pertinente. Cela permettrait de les quantifier et
d’enrichir l’étape d’interprétation lors d’une étude statistique.
Parmi les approches d’estimation des modèles à équations structurelles, PLS permet une
reconstruction des VL depuis de nombreuses années. PLS ne faisant pas d’hypothèse de dis-
tribution sur les variables, permet de réaliser une reconstruction des VL en leur imposant
d’être des composantes. Comme cela est décrit aux étapes (1.13), (1.14) et (1.15) de l’al-
gorithme PLS au chapitre précédent, les VL sont tout simplement reconstruites comme des
combinaisons linéaires des VO. Dans un objectif de prévision, cela représente un grand avan-
tage par rapport à l’approche LISREL qui a tardé à proposer une méthode d’estimation des
VL. Ainsi, avant que Jöreskog (2000), complète LISREL8 par une technique d’estimation
des VL nommées scores, McDonald (1996) propose une fonction ULS permettant de calcu-
ler chaque score comme combinaison linéaire de ses VO. Ceci est contraignant vis-à-vis des
hypothèses de distributions normales des variables chez LISREL. En imposant comme dans
PLS cette nature de composante aux VL de LISREL, l’espace des solutions s’en trouve en
effet réduit. La technique d’estimation des scores de Jöreskog (2000) respecte davantage la
nature des VL de LISREL.

Les scores des variables latentes dans LISREL

Il a fallu attendre la version LISREL 8.30 pour que l’approche LISREL permette de quantifier
les VL du modèle. La technique repose sur la théorie de l’analyse factorielle (Lawley and
Maxwell, 1963). Nous allons présenter l’approche et le calcul des formules des scores.
Nous nous plaçons dans le cadre des notations du modèle LISREL tel qu’il est présenté au
chapitre précédent (section 1.2.2) :


y = τy + Λyη + ε (2.1a)

x = τx + Λxξ + δ (2.1b)

η = α+ βη + Γξ + ζ (2.1c)

où,

— l’équation structurelle (2.1c) a été complétée par l’ordonnée à l’origine (nommée aussi
“intercept”) α ;

— l’équation structurelle (2.1c) a été enrichie de relations entre les variables endogènes η ;

— les équations de mesures (2.1a) et (2.1b) sont respectivement complétées par les ordon-
nées à l’origine τy et τx.
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Les équations de mesures peuvent être fusionnées sous l’écriture matricielle :

x? = τ + Λξ? + δ? (2.2)

équivalente à : (
y
x

)
=

(
τy
τx

)
+

(
Λy 0
0 Λx

)
+

(
η
ξ

)
+

(
ε
δ

)
. (2.3)

On note, E (ξ) = κ et V (ξ) = Φ puis de manière similaire, on note E
(
ξ?
)

= κ? et
V
(
ξ?
)

= Φ? tels que :

Φ? =

(
A (ΓΦΓ′ + Ψ)A′ AΓΦ

ΦΓ′A′ Φ

)
et,

κ? =

(
(I −B)−1 (αΓκ)

κ

)
.

En réutilisant les notations ξ, x et δ pour reformuler l’équation de mesure (2.2), on obtient :

x = Λξ + δ (2.4)

tel que, ξ = ξ?−κ?, x = x?− τ −Λκ? et δ = δ?. Alors, il suffit de calculer soit la formule de
l’estimateur ξ̂? soit celle de ξ̂ pour obtenir la formule de l’autre par la relation ξ̂ = ξ̂? − κ̂?
les unissant.
Soient N observations xi, d’après Anderson and Rubin (1956), on estime ξ en minimisant :

N∑
i=1

(xi − Λξi)′Θ−1 (xi − Λξi) (2.5)

sous la contrainte,

1

N

N∑
i=1

ξiξi
′ = Φ

où Θ =

(
Θε Θδε

′

Θδε Θδ

)
et sous les hypothèses de positivité des matrices Θ et Φ et l’hypothèse

que Λ est de rang plein.
Cette minimisation est effectuée par la méthode du Lagrangien où on minimise :

N∑
i=1

(xi − Λξi)′Θ−1 (xi − Λξi) + tr

{
L

(
N∑
i=1

ξiξi
′ −NΦ

)}
(2.6)

avec L la matrice symétrique multiplicatrice de Lagrange. Cette minimisation permet d’ob-
tenir la formule de l’estimateur de ξ et donc des VL ηi et ξi pour une observation i :

ξ̂i =
(
Λ′Θ−1Λ+ L

)−1
Λ′Θ−1xi (2.7)

où L est telle que, 
(
Λ′Θ−1Λ+ L

)
Φ
(
Λ′Θ−1Λ+ L

)
= Λ′Θ−1AΘ−1Λ

A =

N∑
i=1

ξiξi
′

Dans (Jöreskog, 2000), on peut trouver la formulation de l’estimateur de ξ? après plusieurs
décompositions matricielles. Il montre également que les estimateurs obtenus sont sans biais.
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Jöreskog propose ensuite d’estimer à nouveau les paramètres β et Γ et de vérifier si l’on
retrouve les mêmes estimations que celles obtenues par l’CSA de LISREL. En effet, la mini-
misation de l’équation (2.5) correspond à l’estimation du maximum de vraisemblance pour le
modèle privé des équations structurelles. Ce qui revient à utiliser des techniques de moindres
carrées uniquement sur les équations de mesure. Les VL sont alors considérées comme des
paramètres fixes à estimer. On peut donc discuter le fait que pour l’estimation des VL le
modèle ne soit pas utilisé au complet lors de l’étape d’optimisation. Enfin, bien que cette
technique soit lourde, elle est une avancée pour LISREL vis à vis de PLS.

Les classes latentes de modèles à équations structurelles non linéaires

Les modèles à équations structurelles classiques considèrent les relations entre les VL comme
linéaires. Les équations structurelles décrivent les VL endogènes par une fonction linéaire des
VL exogènes. Cette modélisation peut parfois se révéler simpliste pour le théoricien comme le
praticien qui peut vouloir passer à des relations plus complexes. On peut ainsi compléter les
relations linéaires par un produit de VL exogènes. On considère l’exemple simple d’équation
structurelle avec interaction suivant :

η = α+ γ1ξ1 + γ2ξ2 + γ3ξ1ξ2 + ζ (2.9)

où les notations correspondent à celles de la littérature.
Proposée par Kenny and Judd (1984), ce type d’équation structurelle avec interaction élé-
mentaire de deux VL fut la source du développement de plusieurs approches. Les méthodes
d’analyses implémentées pour ce type de modélisation structurelle sont détaillées dans Hay-
duk (1988) pour LISREL 7 - ML, Moosbrugger et al. (1993) et Ping Jr (1996a,b) pour LISREL
7 - ML (2-Step-T). Puis pour LISREL 8 - ML, on peut consulter Jaccard and Wan (1995,
1996) et Jaccard et al. (1990), Jöreskog et al. (1996); Jöreskog and Yang (1997); Schermelleh-
Engel et al. (1998) et enfin Yang Jonsson (1997). Cependant, ces méthodes sont fondées sur
des hypothèses de distributions normales uniquement et considèrent le produit des VL exo-
gènes comme une seule VL. Or, il est évident que le fait d’enrichir l’équation structurelle
par une interaction de type produit de VL exogènes aura pour conséquence une distribution
non normale des VL endogènes η. Il peut être envisagé de tester la performance de méthodes
sans hypothèse de distribution telles que PLS, RGCCA ou THEME. Mais elles restent in-
adaptées pour les modèles à relations non linéaires. De plus, d’après Klein and Moosbrugger
(2000), cela rend ces techniques (PLS, RGCCA et THEME) lentes d’autant plus que le
nombre d’observations est petit. D’autres approches se sont développées tenant compte de
cette non linéarité dont par exemple LME-ULS (Moosbrugger et al., 1993, 1996) ; PLS (Chin
et al., 2003) ; LISREL 8-WLS et LISREL8-WLSA (Jöreskog et al., 1996; Jöreskog and Yang,
1997) et (Yang Jonsson, 1997; Schermelleh-Engel et al., 1998) qui nécessitent tout de même
un nombre d’observations élevé. Par ailleurs, la méthode 2SLS, proposée par (Bollen, 1995,
1996) et (Schermelleh-Engel et al., 1998) se révèle lente et adaptée seulement à des modèles
simples. Il a fallut attendre les travaux de Moosbrugger et al. (1997); Klein and Moosbrugger
(2000) et Schermelleh-Engel et al. (1998) pour la création de la méthode LMS-ML qui consi-
dère enfin la non-linéarité des VL endogènes en utilisant aussi des distributions non normales.
Les auteurs proposent de généraliser le type d’interaction simple (2.9) à plusieurs interactions
simultanées et formalise l’équation structurelle par :

η = α+ Γξ + ξ′Ωξ + ζ (2.10)

où Ω est une matrice de dimension (n× n) triangulaire supérieure avec des zéros sur la dia-
gonale.
L’approche LMS-ML est fondée sur les modèles de mélanges. Elle partitionne les n VL exo-
gènes en deux groupes z?1 = (z1, ..., zk) et z?2 = (zk+1, ..., zn) en fonction respectivement de
leur nature linéaire ou non linéaire. Ces deux groupes constituent des classes latentes et la

Page 39



2.1. Utilisation actuelle de l’algorithme EM par les approches PLS et LISREL

distribution normale des observations (x, y) sera considérée comme la marginale du vecteur
“augmenté”

(
z?1 , x, y

)
où :

z?1 ∼ N (0, Ik)

et
(x, y) |z?1 ∼ N

(
µ
(
z?1
)
, Σ
(
z?1
))

où µ
(
z?1
)

et Σ
(
z?1
)

sont les concaténations respectives des µk associés aux µ (zk) et des Σk
associés aux Σ (zk). La méthode repose sur l’utilisation de l’algorithme EM pour l’estimation
par maximum de vraisemblance des paramètres µk et Σk du modèle de mélange. La log-
vraisemblance utilisée est celle des observations (x, y) complétées par les classes latentes
auxquelles appartiennent les VL exogènes. Ils estiment alors les classes de chacune des VL
du vecteur ξ mais il n’est pas question dans cette approche de l’estimation des scores des VL
exogènes ou endogènes.

2.1.4 Conclusion

La littérature nous apprend que les deux familles de méthodes d’estimation des modèles à
équations structurelles que sont LISREL et PLS ont constamment été la source de travaux
de recherche ayant pour but l’amélioration de la gestion des données manquantes, l’adjonc-
tion de fonctionnalités permettant l’estimation des concepts latents tels que les VL ou de
nouvelles interactions latentes nées de la généralisation du modèle à équations structurelles.
L’ensemble des contributions présentées dans ce chapitre sont fondées sur l’algorithme EM.
Ce dernier, très populaire par ses performances et sa simplicité d’implémentation, a depuis
sa création contribué à améliorer de nombreuses techniques statistiques. D’ailleurs, l’un des
premier champs de la statistique à en bénéficier fut celui des modèles linéaires mixtes à effets
aléatoires. Nous avons pour objectif de contribuer aux modèles à équations structurelles par
une technique d’estimation utilisant l’algorithme EM. Avant d’introduire cette utilisation, la
section suivante présente l’algorithme EM.
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2.2 L’algorithme EM

L’algorithme EM de Dempster, Laird et Rubin (1977) est une procédure générale pour maxi-
miser la vraisemblance en présence de données manquantes. Dans le cadre des modèles struc-
turels à facteurs, les données manquantes correspondent aux facteurs. Afin d’estimer les pa-
ramètres du modèle, cet algorithme procède en deux étapes nommées E (pour “Expectation”)
et M (pour “Maximization”).

2.2.1 Structure générale de l’algorithme EM

Soit y un vecteur aléatoire pour lequel les éléments sont les données observées yi, i ∈ J1, nK,
dont la densité notée p (y; θ) dépend du vecteur de paramètres inconnus θ = (θ1, θ2, . . . , θd)
dans l’espace Θ. On note f un vecteur de variables aléatoires latentes qui représente les
données manquantes. La concaténation de y (les données observées incomplètes) avec f (les
données non observables ou manquantes) en un vecteur (y, f) correspond aux données com-
plétées.
Pour estimer les paramètres par maximum de vraisemblance, l’objectif est alors de maximiser
la log-vraisemblance marginale correspondant aux données observées (c’est à dire p (y; θ)).
Mais cette maximisation est souvent difficile. L’algorithme EM est une manière indirecte et
plus simple de maximiser la vraisemblance marginale. L’idée sous-jacente d’EM est de maxi-
miser l’espérance conditionnelle de L (θ; y, f) prise par rapport à la distribution condition-
nelle des données non observables f sachant les données observées y. On note cette dernière
p (f |y; θ), ce qui permet d’obtenir une quantité déterministe dépendante de θ.
Le principe de l’algorithme EM est le suivant :

— Étape E :

— on calcule la densité conditionnelle p (f |y; θ) ;

— on intègre la log-vraisemblance jointe L (θ; y, f) sur f à l’aide de la densité condi-
tionnelle p (f |y; θ) ;

— Étape M :

— on maximise le résultat sur θ ;

— on met à jour la valeur de θ par sa valeur estimée.

En effet,

L (θ; y) = ln [p (y; θ)]

= ln [p (y, f ;Θ)]

= ln

∫
f
p (y, f ; θ) df

= ln

∫
f

p (y, f ; θ)

p (f |y; θ)
p (f |y; θ) df

≥
∫
f
ln

{
p (y, f ; θ)

p (f |y; θ)

}
p (f |y; θ) df

(2.11)

où nous avons appliqué l’inégalité de Jensen en nous basant sur la concavité de la fonction
logarithme. Nous définissons :

L (θ; q) :=

∫
f
ln

{
p (y, f ; θ)

p (f |y; θ)

}
p (f |y; θ) df. (2.12)

En outre,

L (θ; q) =

∫
f
ln [p (y, f ; θ)] p (f |y; θ) df −

∫
f
ln [p (f |y; θ)] p (f |y; θ) df

= Efy [ln [p (y, f ; θ)]]−
∫
f
ln [p (f |y; θ)] p (f |y; θ) df

(2.13)
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où Efy [.] est l’espérance par rapport à la distribution conditionnelle des données f sachant y.
Pour θ = θ[t], nous avons

∫
f ln [p (f |y; θ)] p (f |y; θ) df = K (p (f |y; θ) |p (f |y; θ)) la divergence

de Kullback-Leibler. Or,

∀p1, p2, p1 = p2 ⇐⇒ K (p1|p2) = 0.

Ceci se justifie par :

∀p1, p2, K (p1|p2) = −
∫
z
ln
p1(z)

p2(z)
p2(z)dz

≥ −ln
(∫

z

p1(z)

p2(z)
p2(z)dz

)
= 0

car la fonction −ln(.) est strictement convexe. On obtient donc l’égalité que pour p1 = p2.
Ainsi, maximiser L (θ; q) revient à maximiser L (θ; y). Alors, une vision du maximum de
vraisemblance peut être la suivante :

∂

∂θ
L (θ; y) = 0

⇐⇒ ∂

∂θ
Efy [ln [p (y, f ; θ)]] = 0

⇐⇒ ∂

∂θ
Efy [L (θ; y, f)] = 0.

D’autre part, à chaque itération [t], avec la valeur courante θ[t], les bornes d’intégration
et p

(
f |y; θ = θ[t]

)
ne dépendant pas de θ, on peut donc permuter “intégration sur f” et

“dérivation par rapport à θ”, ce qui permet de poursuivre par les équivalences :

⇐⇒ ∂

∂θ

∫
f
ln [p (y, f ; θ)] p

(
f |y; θ = θ[t]

)
df = 0

⇐⇒
∫
f

∂

∂θ
ln [p (y, f ; θ)] p

(
f |y; θ = θ[t]

)
df = 0

⇐⇒ Efy
[
∂

∂θ
L (θ; y, f)

]
= 0. (2.14)

Sur cette base, à chaque itération [t] l’algorithme EM réalise les deux étapes suivantes :

1. Étape E : Avec la valeur courante θ[t] on calcule :

Q
(
θ, θ[t]

)
:= Efy

[
ln
[
p
(
y, f ; θ = θ[t]

)]]
=

∫
f
L (θ; y, f) p

(
f |y; θ = θ[t]

)
df (2.15)

2. Étape M : On actualise la valeur courante par maximisation de la fonction obtenue à
l’étape E par rapport à θ :

θ[t+1] = argmax
θ
Q
(
θ, θ[t]

)
(2.16)

La nouvelle valeur θ[t+1] va permettre de mettre à jour (2.15) dans l’étape E. On repasse alors
à l’étape M, et ainsi de suite jusqu’à convergence de l’algorithme.

Remarque. Pour l’étape M, la maximisation de

L (θ; q) = Efy [L (θ; y, f)]−
∫
f
ln [p (f |y; θ)] p (f |y; θ) df

revient à la maximisation de L (θ; y) non pas parce que
∫
f ln [p (f |y; θ)] p (f |y; θ) df = 0 comme

cela est le cas pour l’étape E avec θ = θ[t], mais parce que
∫
f ln [p (f |y; θ)] p (f |y; θ) df devient

indépendant de θ. En effet, à l’étape M la fonction argmax(.) est effectuée sur θ et non sur
θ = θ[t].
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2.2.2 Preuve de la convergence de l’algorithme EM

La convergence monotone de EM s’obtient en montrant que :

L
(
θ[t+1]; y

)
≥ L

(
θ[t]; y

)
.

Nous avons,

p (y, f ; θ) = p (y; θ) p (f |y; θ)

=⇒L (θ; y, f) = L (θ; y) + L (θ; f |y) .

En prenant l’espérance conditionnelle correspondant à la valeur précédente du paramètre θ,
nous obtenons :

Efy
[
L
(
θ = θ[t]; y, f

)]
= Efy

[
L
(
θ = θ[t]; y

)]
+ Efy

[
L
(
θ = θ[t]; f |y

)]
⇐⇒Q

(
θ, θ[t]

)
= L

(
θ = θ[t]; y

)
+ J

(
θ, θ[t]

)
.

En effet, Efy
[
L
(
θ = θ[t]; y

)]
= L

(
θ = θ[t]; y

) ∫
f p (f |y; θ) df = L

(
θ = θ[t]; y

)
.

À l’étape M, nous avons :

θ[t+1] = argmax
θ
Q
(
θ, θ[t]

)
=⇒Q

(
θ, θ[t+1]

)
≥ Q

(
θ, θ[t]

)
donc

L
(
θ = θ[t+1]; y

)
+ J

(
θ; θ[t+1]

)
≥ L

(
θ = θ[t]; y

)
+ J

(
θ; θ[t]

)
. (2.17)

D’autre part,

J
(
θ; θ[t+1]

)
− J

(
θ; θ[t]

)
= Efy

[
L
(
θ = θ[t+1]; f |y

)]
− Efy

[
L
(
θ = θ[t]; f |y

)]
= Efy

[
ln
[
p
(
f |y; θ = θ[t+1]

)]
− ln

[
p
(
f |y; θ = θ[t]

)]]
= Efy

[
ln

{
p
(
f |y; θ = θ[t+1]

)
p
(
f |y; θ = θ[t]

) }]

≤ ln

{
Efy

[
p
(
f |y; θ = θ[t+1]

)
p
(
f |y; θ = θ[t]

) ]}
= ln(1) = 0.

(2.18)

D’où d’après (2.17), nous obtenons :

L
(
θ = θ[t+1]; y

)
≥ L

(
θ = θ[t]; y

)
.

Nous en déduisons que la vraisemblance marginale des observations est croissante majorée.
Elle converge donc vers un maximum local ou un point-selle de la vraisemblance.

Remarque. Contrairement au cas où l’on observe en même temps y et f , il peut exister des
maxima locaux qui bloquent la convergence de l’algorithme vers le maximum global. EM peut
s’avérer très sensible aux valeurs initiales choisies.

Remarque. Le nombre d’itérations nécessaires pour approcher de manière satisfaisante un
maximum local n’est pas connu au préalable. Il n’y a pas de procédure générale pour prévoir
le nombre d’itérations à opérer. Pour finir, l’algorithme EM est très apprécié pour sa simplicité
d’implémentation, ses itérations peu gourmandes en temps de calcul et le peu de mémoire
(de stockage) nécessaire lors de son utilisation.
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2.3 Méthode d’estimation par algorithme EM pour un modèle à une
équation structurelle et un facteur par bloc de variables observées

Pour exposer progressivement la méthode d’estimation par algorithme EM, nous la présentons
dans un premier temps sur un modèle à une équation structurelle comportant seulement deux
groupes de VO. L’un des deux groupes est lié à un facteur explicatif et l’autre à un facteur
dépendant (cf. figure 2.3 ).

2.3.1 Modèle à deux blocs : l’un dépendant et l’autre explicatif

Le groupe dépendant Y (resp. explicatif X) est structuré autour du facteur latent g (resp.
f). Au niveau du modèle interne, le facteur g dépend du facteur f . Cette relation de cause à
effet est formalisée par une unique équation structurelle. Quant aux deux modèles externes,
chacun formalise un groupe de variables Y (resp. X) comme dépendant du facteur g (resp.
f).

Figure 2.3 – Un modèle à deux groupes de VO : un dépendant et un explicatif, à une équation
structurelle.

Soit qY (resp. qX ) le nombre de variables étudiées Yj (resp.Xj). Les facteurs g et f sont
de longueur n, le nombre d’observations dont on dispose pour chacune des variables. µYj
(resp. µXj ) est le vecteur des paramètres moyennes de Yj (resp. Xj), bj (resp. aj) sont les

vecteurs de coefficients pondérateurs associés à Yj (resp. Xj) et εYij (resp. εXij ) les erreurs
associées à la variable Yj (resp. Xj). Le coefficient pondérateur c et les erreurs εgi sont
associés au facteur dépendant g. Le modèle peut alors être formulé par le système d’équations :

Y = 1nµY
′ + gb′ + εY

X = 1nµX
′ + fa′ + εX

g = fc+ εg
(2.19)

où l’ensemble des paramètres du modèle est

θ =
{
µY , µX , b, a, c, {∀j ∈ J1, qY K;σ2Y j}, {∀j ∈ J1, qX K;σ2Xj}

}
, avec b′ =

(
b1, ..., bq

Y

)
,

a′ =
(
a1, ..., aq

X

)
et c un scalaire.

Les hypothèses de ce modèle sont :
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— εXi ∼ N (0, ψX) où ψX = diag
{
σ2X,1, . . . , σ

2
X,qX

}
est une matrice de dimension

qX × qX ;

— εYi ∼ N (0, ψY ) où ψY = diag
{
σ2Y,1, . . . , σ

2
Y,qY

}
est une matrice de dimension qY × qY ;

— fi ∼ N (0, 1) ;

— εgi ∼ N (0, 1) ;

— gi ∼ N
(
0, c2 + 1

)
;

— εXi , εYi′ ,ε
g
i′′ et f` sont mutuellement indépendants pour tout i, i′, i′′, `.

En effet, d’après la contrainte d’identifiabilité :

V (g) = c2V (f) + V (εgi )

= c2 + 1

2.3.2 L’algorithme EM pour le modèle à deux blocs : l’un dépendant et l’autre
explicatif

Pour i une observation, le modèle (2.19) peut être formulé selon le système d’équations
suivant : 

y′i = µY
′ + gib

′ + εi
Y ′

x′i = µX
′ + fia

′ + εi
X ′

gi = fic+ εi
g

(2.20)

Soient les concaténations z = (Y,X) et h = (g, f). Alors, la log vraisemblance s’écrit :

L (θ; z, h) = −1

2

n∑
i=1

ln|ψY |+ ln|ψX |

+
(
yi − µY − gib

)′
ψ−1Y

(
yi − µY − gib

)
+
(
xi − µX − fia

)′
ψ−1X

(
xi − µX − fia

)
+ (gi − fic)2

+ f2i + λ

(2.21)

où λ est une constante. Cette log vraisemblance est dite “log vraisemblance complétée de z”.
Elle correspond à la log-vraisemblance des données observées z complétées par les données
manquantes h. Avant d’expliciter les étapes de calcul permettant son obtention, dans le cadre
des hypothèses du modèle (2.19), on peut développer la log-vraisemblance complétée comme
suit :

L (θ; z, h) = −1

2

n∑
i=1

ln

 q
Y∏

j=1

σ2
Y j

+ ln

 q
X∏
j=1

σ2
X j

+

q
Y∑

j=1

{(
yij − bjgi − µYj

)2
σ−2Y j

}
+

q
X∑
j=1

{(
xij − ajfi − µXj

)2
σ−2X j

}
+

(gi − fic)2 + f2i + λ

L (θ; z, h) = −1

2

n∑
i=1

q
Y∑

j=1

ln
(
σ2Y j

)
+

q
X∑
j=1

ln
(
σ2Xj

)
+

q
Y∑

j=1

{(
yij − bjgi − µYj

)2
σ−2Y j

}
+

q
X∑
j=1

{(
xij − ajfi − µXj

)2
σ−2X j

}
+

(gi − fic)2 + f2i + λ
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L (θ; z, h) = −n
2


q
Y∑

j=1

ln
(
σ2Y j

)
+

q
X∑
j=1

ln
(
σ2Xj

)− 1

2

n∑
i=1

q
Y∑

j=1

{(
yij − bjgi − µYj

)2
σ−2Y j

}
+

q
X∑
j=1

{(
xij − ajfi − µXj

)2
σ−2X j

}
+

(gi − fic)2 + f2i + λ

où λ est une constante et l’ensemble des paramètres du modèle est

θ =
{
µY , µX , b, a, c, {∀j ∈ J1, qY K;σ2Y j}, {∀j ∈ J1, qX K;σ2Xj}

}
. Par la suite les écritures ne

seront pas autant développées (expression des ψ en les σ associés) afin d’être plus concis et
de limiter la redondance. En effet, l’idée du développement est toujours la même.

La log vraisemblance complétée de z dans le cas du modèle à deux groupes

Nous avons,

p (zi, hi; θ) = p (yi, xi, gi, fi; θ)

= p (yi, xi|gi, fi; θ) p (gi, fi; θ)

= p (yi, xi|gi, fi; θ) p (gi, fi; θ) p (fi)

= p (xi|yi, gi, fi; θ) p (yi|gi, fi; θ) p (gi|fi; θ) p (fi)

= p (xi|fi; θ) p (yi|gi; θ) p (gi|fi; θ) p (fi)

d’où,

L (θ; zi, hi) = L (θ;xi|fi) + L (θ; yi|gi) + L (θ; gi|fi) + L (fi) .

D’après l’écriture du modèle et compte tenu des propriétés des distributions gaussiennes on
obtient :
xi ∼ N

(
µX , aa′ + ψX

)
xi|fi ∼ N

(
µX + fia

′, ψX
)

yi ∼ N
(
µY , b(c2 + 1)b′ + ψY

)
yi|gi ∼ N

(
µY + gib, ψY

)
gi ∼ N

(
0, c2 + 1

)
gi|fi ∼ N (fic, 1).
D’où l’expression de la log vraisemblance complétée (2.21).

Estimateurs des paramètres : formules explicites caractérisant les solutions

Pour obtenir les estimateurs des paramètres il faut résoudre (2.14) en utilisant la fonction de
vraisemblance complétée (2.21). Ce qui revient à résoudre le système suivant :

Ehizi
[
∂
∂µY
L (z, h)

]
= 0

Ehizi
[
∂
∂µX
L (z, h)

]
= 0

Ehizi
[
∂
∂a
L (z, h)

]
= 0

Ehizi
[
∂
∂b
L (z, h)

]
= 0

Ehizi
[
∂
∂c
L (z, h)

]
= 0

Ehizi

[
∂
∂σ2

Y

L (z, h)

]
= 0

Ehizi

[
∂
∂σ2

X

L (z, h)

]
= 0

(2.22)
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Dans le cas où les matrices de variances des erreurs sont telles que ψY = σ2Y IdqY et

ψX = σ2XIdqX , la résolution de ce système (2.22) est équivalente à celle du suivant :

Ehizi

[
n∑
i=1

ψ−1Y
(
yi − µY − gib

)]
= 0

Ehizi

[
n∑
i=1

ψ−1X
(
xi − µX − fia

)]
= 0

Ehizi

[
n∑
i=1

fiψ
−1
X

(
xi − µX − fia

)]
= 0

Ehizi

[
n∑
i=1

giψ
−1
Y

(
yi − µY − gib

)]
= 0

Ehizi

[
n∑
i=1

fi (gi − fic)
]

= 0

Ehizi [n qY σ−2Y − σ
−4
Y

n∑
i=1
||yi − µY − gib||2] = 0

Ehizi [n qX σ−2X − σ
−4
X

n∑
i=1
||xi − µX − fia||2] = 0

(2.23)

Or, pour chaque observation i, hi|zi ∼ N
(
mi =

(
m1i

m2i

)
, Γ =

(
Γ11 Γ12
Γ21 Γ22

))
tel que,

mi =

((
c2 + 1

)
b′ ca′

cb′ a′

)(((
c2 + 1

)
bb′ + ΨY cba′

cab′ aa′ + ΨX

))−1(
yi − µY
xi − µX

)

Γ =

(
c2 + 1 c
c 1

)
−
((
c2 + 1

)
b′ ca′

cb′ a′

)(((
c2 + 1

)
bb′ + ΨY cba′

cab′ aa′ + ΨX

))−1((
c2 + 1

)
b cb

ca a

)
Ainsi, en notant pour tout i ∈ J1, nK,
γ̃i = Ehizi

[
g2i
]

=
(
Ehizi [gi]

)2
+ Vhizi [gi] = m1

2
i + Γ11 ;

φ̃i = Ehizi [f
2
i ] =

(
Ehizi [fi]

)2
+ Vhizi [fi] = m2

2
i + Γ22 ;

g̃i = Ehizi [gi] = m1i ;

f̃i = Ehizi [fi] = m2i,

le système à résoudre devient :

n∑
i=1

(
yi − µY − g̃ib

)
= 0

n∑
i=1

(
xi − µX − f̃ia

)
= 0

n∑
i=1

g̃iyi − g̃iµY − γ̃ib = 0

n∑
i=1

f̃ixi − f̃iµX − φ̃ia = 0

n∑
i=1

Γ12 + f̃ig̃i − φ̃ic = 0

n qY σ−2Y − σ
−4
Y

n∑
i=1
||yi − µY ||2 + ||b||2γ̃i − 2

(
yi − µY

)
g̃ib = 0

n qX σ−2X − σ
−4
X

n∑
i=1
||xi − µX ||2 + ||a||2φ̃i − 2

(
xi − µX

)
f̃ia = 0

(2.24)

car Ehizi [figi] = Covhizi [fi, gi] + Ehizi [fi]E
hi
zi [gi] = Γ12 + f̃ig̃i. D’où les formules explicites des

paramètres caractérisant les solutions de ce système (2.24) (et donc de (2.14)) :
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µ̂Y = y − b̂g̃

µ̂X = x− âf̃

b̂ =
g̃y − y g̃
γ̃ − g̃2

â =
f̃x− xf̃

φ̃− f̃
2

ĉ =
Γ12 + f̃ig̃i

φ̃i

σ̂2Y =
1

nqY

n∑
i=1

{
||yi − µ̂Y ||2 + ||b̂||2γ̃i − 2

(
yi − µ̂Y

)′
b̂g̃i

}

σ̂2X =
1

nqX

n∑
i=1

{
||xi − µ̂X ||2 + ||â||2φ̃i − 2

(
xi − µ̂X

)′
âf̃i

}

(2.25)

Estimateurs des paramètres obtenus dans le cas ψY et ψX diagonales

Dans le cas où les de matrices de variances des erreurs sont diagonales tel que dans les
hypothèses du modèle, les estimateurs de b, a, c, µY et µX restent inchangés. Néanmoins,
∀j ∈ J1, qY K, σY 2

j et ∀j ∈ J1, qX K, σX 2
j sont des paramètres à estimer.

Or,

∂

∂σX
2
j

[L (z, h)] = −n
2
σX
−2
j +

1

2

n∑
i=1

σX
−4
j

(
xij − µXj − fiaj

)2
⇒ Ehizi

[
∂

∂σX
2
j

[L (z, h)]

]
= 0

⇔ σ̂X
2
j =

1

n

n∑
i=1

{(
xij − µ̂Xj

)2
+ âj

2φ̃i − 2
(
xij − µ̂Xj

)
âj f̃i

}
.

De manière similaire,

σ̂Y
2
j =

1

n

n∑
i=1

{(
yij − µ̂Yj

)2
+ b̂j

2
γ̃i − 2

(
yij − µ̂Yj

)
b̂j g̃i

}

Par conséquent, dans ce cas les formules explicites des paramètres caractérisant les solutions
sont :
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µ̂Y = y − b̂g̃

µ̂X = x− âf̃

b̂ =
g̃y − y g̃
γ̃ − g̃2

â =
f̃x− xf̃

φ̃− f̃
2

ĉ =
Γ12 + f̃ig̃i

φ̃i

σ̂Y
2
j =

1

n

n∑
i=1

{(
yij − µ̂Yj

)2
+ b̂j

2
γ̃i − 2

(
yij − µ̂Yj

)
b̂j g̃i

}

σ̂X
2
j =

1

n

n∑
i=1

{(
xij − µ̂Xj

)2
+ âj

2φ̃i − 2
(
xij − µ̂Xj

)
âj f̃i

}

(2.26)

À partir des formules des estimateurs des paramètres obtenus, il devient possible de construire
une procédure itérative permettant, à partir d’une initialisation pertinente de l’ensemble des
paramètres, d’actualiser le paramètre courant θ[t−1] en θ[t] à la t-ième itération. Cette pro-
cédure est stoppée sur satisfaction d’un critère d’arrêt et la dernière valeur courante retenue
comme estimation des paramètres. L’estimation par algorithme EM procédera en estimant
respectivement les facteurs g et f par les paramètres de moyenne g̃ = m1

[t] et f̃ = m2
[t]

de la distribution conditionnelle h|z obtenus à l’itération précédant la satisfaction du critère
d’arrêt.

L’algorithme de l’estimation par EM

Après initialisation des valeurs des paramètres θ, l’algorithme procède en deux étapes à
l’itération courante [t− 1] :

1. Avec la valeur courante θ[t−1] on calcule pour chaque observation i ∈ J1, nK :

γ̃i = m1
[t−1]
i

2
+ Γ

[t−1]
11

φ̃i = m2
[t−1]
i

2
+ Γ

[t−1]
22

g̃i = m1
[t−1]
i

f̃i = m2
[t−1]
i

2. On actualise la valeur courante θ[t] en utilisant les formules solutions adéquates ((2.25)
ou (2.26)) suivant les hypothèses plus ou moins contraignantes sur les matrices de
variance des erreurs. Pour le cas (2.25) on obtient :
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µY
[t]

= y − b[t−1]g̃

µX
[t]

= x− a[t−1]f̃

b[t] =
g̃y − y g̃
γ̃ − g̃2

a[t] =
f̃x− xf̃

φ̃− f̃
2

c[t] =
Γ
[t]
12 + f̃ig̃i

φ̃i

σY
2[t] =

1

nqY

n∑
i=1

{
||yi − µY

[t−1]||2 + ||b[t−1]||2γ̃i − 2
(
yi − µY

[t−1])′
b[t−1]g̃i

}

σX
2[t] =

1

nqX

n∑
i=1

{
||xi − µX

[t−1]||2 + ||a[t−1]||2φ̃i − 2
(
xi − µX

[t−1])′
a[t−1]f̃i

}

(2.27)

La nouvelle valeur θ[t] =
{
µY

[t]
, µX

[t]
, b[t], a[t], c[t], {∀j ∈ J1, qY K;σ2Y j

[t]}, {∀j ∈ J1, qX K;σ2Xj
[t]}
}

va permettre de mettre à jour γ̃i, φ̃i, g̃i, et f̃i dans l’étape 1. On repasse alors à l’étape 2, et
ainsi de suite jusqu’à convergence de l’algorithme.
Dans le cas où ψY et ψX sont diagonales, l’algorithme procède de la même manière. Il suffit

de changer respectivement les formules des estimateurs de σY
2[t+1]

et σX
2[t+1]

(cf. (2.27)) par
les suivantes pour respectivement tout j ∈ J1, qY K et j ∈ J1, qX K :

σY
2
j
[t]

=
1

n

n∑
i=1

{(
yij − µ̂Yj

[t−1]
)2

+
(
b̂j

[t−1])2
γ̃i − 2

(
yij − µ̂Yj

[t−1]
)
b̂j

[t−1]
g̃i

}

σX
2
j
[t]

=
1

n

n∑
i=1

{(
xij − µ̂Xj

[t−1]
)2

+
(
âj

[t−1]
)2
φ̃i − 2

(
xij − µ̂Xj

[t−1]
)
âj

[t−1]f̃i

}

2.4 Conclusion et discussion

L’utilisation de l’algorithme EM permet à la fois une estimation de concepts latents moins
contraints (facteurs plutôt que composantes) tout en tenant compte de toutes les équations du
modèle lors de la maximisation de la vraisemblance. En effet, les concepts latents conjecturés
sous forme de facteurs ne peuvent être estimés par les méthodes de type PLS, RGCCA ou
THEME qui, en les contraignant à des composantes, réduisent l’espace des solutions. Quant à
LISREL (tout comme pour PLS), les différentes contributions pour l’estimation de concepts
latents présentées au début de ce chapitre rencontrent des limites. Bien que, parmi elles,
la méthode la plus adaptée à l’estimation des concepts latents soit celle de l’estimation des
scores de Jöreskog (2000), la technique d’estimation reste lourde et n’exploite pas la totalité
des équations du modèle. Seules les équations de mesures sont prises en compte lors de l’étape
de minimisation des moindres carrés. L’équation structurelle semble être négligée : elle n’est
pas prise en compte, alors qu’elle a servi à contraindre la variance des VO et son estimation.
En revanche, l’approche d’estimation par algorithme EM a l’avantage de maximiser la log-
vraisemblance issue du modèle structurel complet. Ainsi, lors de l’estimation des paramètres
et des facteurs latents, toutes les équations sont utilisées lors de la maximisation.
Au chapitre suivant, la méthode est étendue à un modèle plus riche. Le nombre de groupes
explicatifs va être augmenté et des covariables seront adjointes. On parlera de modèle struc-
turel multi-blocs à facteurs. Les performances de la méthode d’estimation par algorithme EM
seront étudiées dans ce cadre par une analyse de sensibilité.
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D’autres généralisations sont possibles. Par exemple, augmenter le nombre de facteurs par
sous-modèle de mesure. Dans le cas du modèle à deux groupes présenté dans ce chapitre,
il suffit de prendre un groupe de KG < qY facteurs G (resp. F < qX ) dépendant (resp.
explicatifs) à la place de g (resp. f). Alors le modèle se généralise à :

Y = 1nµY
′ +GB + εY

X = 1nµX
′ + FA+ εX

G = FC + εG
(2.28)

où G (resp. F ) est la matrice de dimension n×KG (resp. n×KF ) des KG facteurs communs
en fonction desquels le modèle exprime les variables Y1, . . . , Yq

Y
(resp. X1, . . . , Xq

X
). Les

coefficients pondérateurs sont sous forme de matrices :

— A de dimension KF × qX ;

— B de dimension KG × qY ;

— C de dimension KF ×KG.

Enfin la matrice des erreurs εg associées au vecteur g devient la matrice des erreurs εG de
dimension n×KG associée à la matrice G.
Les hypothèses du modèle se généralisent aux suivantes :

— εXi ∼ N (0, ψX) où ψX = diag
{
σ2X,1, . . . , σ

2
X,qX

}
est une matrice de dimension

qX × qX ;

— εYi ∼ N (0, ψY ) où ψY = diag
{
σ2Y,1, . . . , σ

2
Y,qY

}
est une matrice de dimension qY × qY ;

— Fi ∼ N (0, IKF ) ;

— εGi ∼ N (0, IKG) ;

— Gi ∼ N (0, C ′C + IKG) ;

— εXi , εYi′ ,ε
G
i′′ et f` sont mutuellement indépendants pour tout i, i′, i′′, `.

En effet, la condition d’identifiabilité devient :

V (G) = C ′V (F )C + V
(
εGi
)

= C ′C + IKG

Pour une observation i, le modèle peut se réécrire :
x′i = µX

′
+ F ′iA+ εi

X ′

y′i = µY
′
+G′iB + εi

Y ′

G′i = F ′iC + εi
G′

(2.29)

La log vraisemblance s’obtient par des développements similaires aux précédents :

L (θ; zi, Hi) = −1

2

n∑
i=1

ln|ψY |+ ln|ψX |

+
(
yi − µY −GiB

)′
ψ−1Y

(
yi − µY −GiB

)
+
(
xi − µX − FiA

)′
ψ−1X

(
xi − µX − FiA

)
+ (gi − FiC)′ (gi − FiC)

+ F ′iFi + λ

où λ est une constante, ln|IK
G
| = 0 et compte tenu des propriétés des distributions

gaussiennes on obtient :
xi ∼ N

(
µX , A′A+ ψX

)
;

xi|Fi ∼ N
(
µX + FiA,ψX

)
;
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yi ∼ N
(
µY , B′

(
C ′C + IK

G

)
B + ψY

)
;

yi|Gi ∼ N
(
µY +GiB,ψY

)
;

Gi ∼ N
(

0, C ′C + IK
G

)
;

Gi|Fi ∼ N
(
FiC, IK

G

)
.

Quant à la distribution conditionnelle h|z, elle se généralise à :

Hi|zi ∼ N
(
Mi =

(
M1i

M2i

)
, Γ∗ =

(
Γ∗11 Γ∗12
Γ∗21 Γ∗22

))
où Mi = Γ∗bΓ

∗
c
−1µ?i et Γ∗ = Γ∗a − Γ∗bΓ∗c

−1Γ∗b
′ tel que,

Γ∗a =

(
C ′C + IdkG C ′

C IdkF

)
, Γ∗b =

(
(C ′C + IdkG)B C ′A

CB A

)
,

Γ∗c =

(
B′ (C ′C + IdkG)B + ΨY B′C ′A

A′CB A′A+ ΨX

)
et µ?i =

(
yi − µY
xi − µX

)
.

Pour finir, la reconstruction des facteurs par l’approche est obtenue à une rotation orthogonale
près. On a ainsi une infinité de solutions possibles basées sur des transformations orthogo-
nales près des facteurs. Ainsi, l’extension aux facteurs multiples par groupe de variables pose
un problème supplémentaire d’identifiabilité, puisque les facteurs d’un groupe ne sont alors
identifiables qu’à une transformation orthogonale arbitraire près, ce qui impose l’adjonction
d’un nombre de contraintes supplémentaires (Saidane, 2006).
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3.1. Introduction et motivations

3.1 Introduction et motivations

La méthode d’estimation par algorithme EM présentée au chapitre précédent pour un modèle
simple est généralisée dans ce chapitre à un modèle multi-blocs :

— le nombre de groupe explicatif va passer de un à p ;

— des covariables sont adjointes à chaque groupe, explicatif comme dépendant.

Les apports sont alors que :

— plus de relations de causalité entre groupes de VOs via leurs facteurs vont être possibles
à modéliser ;

— des effets de covariables vont pouvoir être isolés de ceux des facteurs dans chaque groupe.

Cette généralisation offre au praticien la possibilité de réaliser une étude plus riche lors de
l’utilisation de la méthode d’estimation par algorithme EM. Actuellement, dans le cadre de
ce modèle, la méthode a été soumise à publication. Après une brève introduction, l’article
soumis“EM estimation of a Structural Equation Model”est inséré dans ce chapitre. Il présente
le modèle à p groupes explicatifs et un dépendant avec adjonction de covariables, ainsi que
l’extension de la méthode à ce dernier. La méthode implémentée sur R y est ensuite illustrée
sur des données simulées et appliquée sur données réelles environnementales. Les performances
de cette approche y sont évaluées par une analyse de sensibilité. L’article est suivi de résultats
complémentaires et pour finir, ce chapitre ouvre une discussion et aborde des perspectives
possibles.

3.2 Estimation par algorithme EM d’un modèle structurel multi-blocs

à facteurs

3.2.1 Introduction

Dans le contexte des modèles à équations structurelles, on suppose avoir observé plusieurs
groupes de variables Y , X1, . . . , Xp sur les mêmes unités. Chacun de ces groupes est supposé
structuré autour d’un facteur latent. Ces facteurs sont alors liés par un modèle linéaire.
Chaque groupe peut aussi être enrichi de variables explicatives additionnelles T , T 1, . . . , T p,
également observées et nommées “covariables”. Actuellement, lorsque le choix de la nature de
facteur des VLs est fait, seule LISREL (Jöreskog, 2000) permet leur estimation en plus de celle
des paramètres. Cependant, comme nous l’avons dit au chapitre précédent, cette technique
n’utilise pas toutes les équations du modèle pour obtenir les estimations des facteurs. A
contrario, dans le paradigme de l’estimation par maximum de vraisemblance, l’estimation
par algorithme EM ne néglige aucune équation du modèle lors de l’estimation simultanée des
facteurs et des paramètres. De plus, grâce à EM, cette méthode est aussi efficace en terme de
temps de calcul. Nous avons en effet constaté qu’un faible nombre d’itérations suffisait lors
de l’application de la méthode à la fois sur des données simulées et sur un jeu de données
réelles.

3.2.2 Structure générale du modèle

Les notations du modèle sont similaires à celles du modèle (2.19) mais étendues à un nombre
p de groupes explicatifs. Ainsi chacun des groupes de variables Y , X1,..., Xp dépend d’une
variable latente (respectivement g, f1, ..., fp). Au niveau du modèle interne, le facteur latent
g dépend de f1, ..., fp (cf. figure 1 de l’article soumis et inséré en section 3.2.7). Quant
aux modèles externes, chacun formalise un groupe de variables X

m
= (X

m

1 , ...X
m

qm) (resp.
Y = (Y1, ...Yq

Y
)) comme dépendant du facteur fm (resp. g). Chacune de ces dépendances est

enrichie par une dépendance supplémentaire aux covariables Tm (resp. T ). Soient, D (resp.
Dm) une matrice rT ×qY (resp. rm×qm) de coefficients pondérateurs des covariables, b (resp.
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am) un vecteur 1 × qY (resp. 1 × qm) de coefficients pondérateurs des facteurs et εY (resp.
εm) une matrice d’erreurs n × qY (resp. n × qm), associées au groupe de variable Y (resp.
Xm). On notera également εg la matrice des erreurs associées à g. Le modèle peut alors être
formulé ainsi : 

Y = TD + gb′ + εY

∀m ∈ J1, pK, Xm = TmDm + fmam′ + εm

g = f1c1 + · · ·+ f
p
c
p

+ εg
(3.1)

où les éléments de la première colonne des matrices de covariables T et Tm sont fixés à 1 pour
pouvoir capturer les ordonnées à l’origine (i.e. : moyennes des variables du groupe). Ainsi, la
première ligne de D et de chaque matrice Dm correspondent aux espérances des variables de
Y et Xm respectivement.. Sous contraintes d’identifiabilité, pour toute observation i ∈ J1, nK
et ∀m ∈ J1, pK les hypothèses du modèle (3.1) sont les suivantes :

— fm ∼ N (0, 1) ;

— εmi ∼ N (0, ψm) où ψm = diag(σ2m,j)j∈J1,qmK de dimension qm × qm ;

— εYi ∼ N (0, ψY ) où ψY = diag(σ2Y,j)j∈J1,q
Y

K de dimension qY × qY ;

— εgi ∼ N (0, 1) ;

— g ∼ N (0, (c1)2 + . . .+ (cp)2 + 1) ;

— εgi est indépendant des fm pour toute observation i ;

— εY et εm sont indépendants.

Remarque. L’adjonction de covariables (ou variables explicatives) notées T (resp. Tm) dans
le modèle (3.1) permet d’ajouter d’autres déterminants des blocs de variables observées Y
(resp. Xm). Cela laisse la possibilité aux blocs Y et Xm de ne pas être déterminés uniquement
par les facteurs g et fm mais de recevoir d’autres influences que celle des facteurs. Ainsi,
chaque modèle de mesure est plus riche qu’un modèle de mesure réflectif classique. Dans
le cadre de données où les observations sont organisées en différents groupes, un exemple
d’influence pouvant être exercée par une covariable pourrait être celle d’“effets groupes”. Par
exemple, pour un échantillon d’une population d’individus, un exemple de variable explicative
T pourrait être leurs différents niveaux d’étude, ce qui apporterait de l’information vis-à-vis
de l’influence de ce determinant sociologique.

3.2.3 Estimation par algorithme EM

Afin de simplifier les développements, l’estimation par algorithme EM est présentée avec une
restriction à p = 2 groupes explicatifs dans l’article. Alors, pour i une observation, le modèle
peut être formulé selon le système d’équations suivant :

y′i = ti
′D + gib

′ + εi
y ′

x1i
′

= t1i
′
D1 + f1i a

1′ + εi
1′

x2i
′

= t2i
′
D2 + f2i a

2′ + εi
2′

gi = f1i c
1 + f2i c

2 + εi
g

(3.2)

où nous faisons les simplifications suivantes ψY = σ2Y IdqY , ψ1 = σ21Idq1 ,ψ2 = σ22Idq2 . On note
θ = {D,D1, D2, b, a1, a2, c1, c2, σ2Y , σ

2
1, σ

2
2} l’ensemble des paramètres du modèle. Ainsi, la

dimension de θ est :

K? = 5 + qY (rT + 1) +

2∑
m=1

qm(rm + 1)
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Les hypothèses de ce modèle sont celles du modèle à p groupes explicatifs et un groupe
dépendant.
Pour z = (y, x1, x2) et h = (g, f1, f2) la log vraisemblance s’écrit :

L(θ; z, h) = −1

2

n∑
i=1

ln|ψY |+ ln|ψ1|+ ln|ψ2|

+ (yi −D′ti − gib)′ψ−1Y (yi −D′ti − gib)

+ (x1i −D1′t1i − f1i a1)′ψ−11 (x1i −D1′t1i − f1i a1)

+ (x2i −D2′t2i − f2i a2)′ψ−12 (x2i −D2′t2i − f2i a2)
+ (gi − c1 f1i − c2 f2i )2 + (f1i )2 + (f2i )2 + λ

où λ une constante et dans notre cas (3.2), θ = {D,D1, D2, b, a1, a2, c1, c2, σ2Y , σ
2
1, σ

2
2}.

Pour maximiser la fonction log-vraisemblance par algorithme EM le système (2.14) doit être
résolu. Pour ce faire, la distribution conditionnelle h|z utilisée pour chaque observation i
notée :

hi|zi ∼ N

mi =

m1i

m2i

m3i

 , Σi =

σ11i σ12i σ13i
σ21i σ22i σ23i
σ31i σ32i σ33i

.

Son expression est explicitée dans l’article et son obtention dans les annexes de ce dernier.
Les notations suivantes sont ensuite introduites :

γ̃i = Ehizi
[
g2i
]

=
(
Ehizi [gi]

)2
+ Vhizi [gi] = m1

2
i + σ11i ; g̃i = Ehizi [gi] = m1i ;

φ̃1i = Ehizi
[(
f1i
)2]

=
(
Ehizi

[
f1i
])2

+ Vhizi
[
f1i
]

= m2
2
i + σ22i ; f̃1i = Ehizi

[
f1i
]

= m2i ;

φ̃2i = Ehizi
[(
f2i
)2]

=
(
Ehizi

[
f2i
])2

+ Vhizi
[
f2i
]

= m3
2
i + σ33i ; f̃2i = Ehizi

[
f2i
]

= m3i.

Puis, à partir des notations précédentes, les formules solutions de (2.14) sont :

b̂ =
(g̃y − yt′)(tt′)−1 g̃t
γ̃ − g̃t′(tt′)−1g̃t

âm =
f̃mxm − xmtm′(tmtm′)−1f̃mtm

φ̃m − f̃mtm′(tmtm′)−1f̃mtm

ĉ1 =
(σ12 + f̃1g̃)φ̃2 − (σ13 + f̃2g̃)(σ23 + f̃1f̃2)

φ̃1φ̃2 − (σ23 + f̃1f̃2)2

ĉ2 =
(σ13 + f̃2g̃)φ̃1 − (σ12 + f̃1g̃)(σ23 + f̃1f̃2)

φ̃1φ̃2 − (σ23 + f̃1f̃2)2

D̂′ = (yt′ − b̂ g̃t′)(tt′)−1

D̂m′ = (xmtm′ − âmf̃mtm′)(tmtm′)−1

σ̂2Y =
1

nqY

n∑
i=1

{||yi − D̂′ti||2 + ||b̂||2γ̃i − 2(yi − D̂′ti)′b̂g̃i}

σ̂2m =
1

nqm

n∑
i=1

{||xmi − D̂m′tmi ||2 + ||âm||2φ̃mi − 2(xmi − D̂m′tmi )′âmf̃mi }

(3.3)

3.2.4 L’algorithme

Pour estimer les paramètres de θ et les facteurs g, fm, la procédure itérative qui suit est
employée où [t] correspond à la t-ème itération.
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1. Initialisation = choix des valeurs initiales des paramètres θ[0].

2. À l’itération courante t ≥ 1, jusqu’à satisfaction du critère d’arrêt on procède comme
suit :

(a) E-step : Avec θ[t−1],

i. On calcule explicitement la distribution hi|zi pour tout i ∈ J1, nK.
ii. On estime les valeurs des facteurs g̃[t], f̃m

[t]
, m ∈ {1, 2}.

iii. On calcule γ̃[t] and φ̃m
[t]

, m ∈ {1, 2}.
(b) M-step :

i. On actualise θ à θ[t] en introduisant g̃[t], γ̃[t] et f̃m
[t]

, φ̃m
[t]

, m ∈ {1, 2} dans
les formules solutions (3.3).

3. Le critère d’arrêt suivant avec ε le plus petit possible est utilisé :

K?∑
k?=1

|θ?[t+1]
[k?]− θ?[t][k?]|
θ?[t+1][k?]

< ε

où θ? est le vecteur de dimension K? contenant tous les paramètres scalaires de l’ensemble
des paramètres de θ.
L’algorithme de cette procédure d’estimation est illustré par le schéma 3.1.

3.2.5 Performances de l’approche

À l’aide d’une analyse de sensibilité 1, nous montrons les performances de la méthode. Sur R,
la méthode implémentée a été appliquée à plusieurs groupes de 100 jeux de données simulés.
Chaque groupe de 100 jeux de données a été simulé pour rT = r1 = r2 = 2, c’est à dire que
deux covariables sont simulées pour chaque matrice de covariables T , T 1, T 2. Pour évaluer
la qualité des estimations obtenues en fonction des paramètres de dimension des données,
chaque groupe de 100 jeux de données a été simulé pour différentes valeurs de :

— n ∈ {50, 100, 200, 400} et un nombre de q = 40 VOs pour chaque groupe explicatif ou
dépendant ;

— q ∈ {5, 10, 20, 40} et un même nombre de n = 400 unités.

Pour étudier la qualité des estimations obtenues pour ε = 10−2, sur chacun des groupes de
100 jeux de données, des statistiques ont été calculées. Pour les facteurs (resp. les paramètres)
les moyennes des corrélations entre les facteurs (resp. paramètres) simulés et estimés ont été
calculées et illustrées par des box plots. Les variances des corrélations sont quant à elles
illustrées par des intervalles de confiances à 95% pour les paramètres structurels c1 et c2 et
un paramètre de variance. Ce choix est justifié par le fait que les paramètres les plus sensibles
sont les paramètres structurels et les paramètres de variance. L’intervalle de confiance d’un
seul des paramètres de variance est présenté car pour les autres, on a obtenu des résultats
similaires. Les conclusions sont qu’un nombre minimal de n = 100 observations est nécessaire
et qu’il est préférable d’avoir un nombre minimal de q = 10 VO par groupe.

3.2.6 Application de l’approche EM à des données réelles environnementales

La méthode est aussi illustrée sur un jeu de données réelles nommé genus. Il provient du
package R SCGLR (Mortier et al., 2014) qui répertorie les abondances de 27 espèces d’arbres
d’une forêt tropicale du Congo ainsi que 40 variables géologiques pour n = 1000 parcelles de
8 km2. Les variables géologiques comprennent :

1. dans un sens différent de la “sensitivity analysis” introduite par Saltelli et al. (2000).
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Figure 3.1 – Procédure itérative de la méthode d’estimation par algorithme EM.
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— 16 variables pluviométriques et de localisation (longitude, latitude et altitude), regrou-
pées sous la matrice X1 ;

— 23 variables mesurant l’activité de photosynthèse, regroupées sous la matrice X2 ;

— une variable nominale géologie associant à chacune des parcelles la nature de son sol.
Elle comporte 5 modalités.

Le but de cette application est de modéliser les abondances d’arbres Y à partir des autres
groupes de VO X1 et X2 en procédant à de la réduction de dimension (cf. le diagramme
structurel 3.2). En effet, une ACP des variables X1 et X2 confirme que ces deux groupes sont
clairement séparés. Ainsi l’hypothèse que les blocs explicatifs sont indépendants est faite.
Le groupe de VO dépendantes est Y de dimension n × qY où qY = 27 espèces d’arbres.
Pour chacune des observations (i.e : des parcelles), le nombre d’arbres d’une même espèce
répertoriés sur la parcelle est divisé par la surface de celle-ci.

Remarque. Ce pré-traitement de Y a pour objectif d’enlever l’effet de taille des parcelles dans
les variables dépendantes, puisque les variables explicatives sont des variables par unité de
surface. Le modèle ne concerne que des variables invariantes par changement de taille.

Remarque. Une conséquence de ce pré-traitement est la conversion des variables de comptage
de Y en des variables “pseudo-continues”. On se rapproche des hypothèses de la méthode
d’estimation par EM. Un modèle structurel à deux groupes explicatifs (X1 et X2) et un
groupe dépendant (Y ) est établi. En revanche, au vu du rôle que peut jouer la variable
géologie sur l’abondance des arbres Y , il semble intéressant de compléter le modèle par une
matrice de covariables T de dimension n× qT où qT = 5 pour la moyenne et les 5 modalités
moins une qui est choisie comme référence. Pour tester l’effet que la nature du sol pourrait
avoir sur l’abondance des espèces d’arbres (Y ), il est intéressant de faire deux modélisations,
l’une avec les covariables T et l’autre sans T .

Figure 3.2 – Diagramme structurel du peuplement arboré expliqué par deux blocs de variables ob-
servées liées aux conditions environnementales locales et à l’activité végétale.

Remarque. Dans le modèle les T ne sont pas liées aux VO X1 et X2 car la variable géologie
ne semble pas être conceptuellement liée à la pluviométrie ou à l’activité de photosynthèse.
Le choix de présenter seulement le modèle avec T a été fait dans l’article faute de place.
En revanche, des résultats liés aux deux modèles sont présentés et complétés dans la sec-
tion “Résultats complémentaires” de ce chapitre. Pour le modèle avec T , pour ε = 10−3, la
convergence a eu lieu en 58 itérations. Il résulte des différentes estimations que pour certaines
espèces d’arbres, un effet “nature du sol” semble exister et se distinguer de celui du facteur

Page 59



3.2. Estimation par algorithme EM d’un modèle structurel multi-blocs à facteurs

g. Pour étudier la qualité du modèle avec T , la méthode d’estimation par algorithme EM
lui a été appliquée pour différents sous échantillons du jeu de données genus. Ces différents
échantillons ont été choisis de même taille. Puis, pour chacun d’entre eux, les estimations des
paramètres et des facteurs ont été calculés. Les corrélations entre les différentes estimations
des paramètres d’une part et des facteurs d’autre part ont été étudiées. Les valeurs obtenues
étaient proches de 1 en valeur absolue. Les paramètres, comme les facteurs estimés sont donc
fortement corrélées pour les différents échantillon, ce qui est en faveur de la modélisation avec
T .

3.2.7 L’article soumis

Page 60



EM estimation of a Structural Equation Model

Xavier Bry1,2, Christian Lavergne1,3 and Myriam Tami1,2

1Institut Montpelliérain Alexander Grothendieck (IMAG), CNRS, Montpellier, France
2University of Montpellier, Montpellier, France
3University Paul-Valéry Montpellier 3, Montpellier, France

Address for correspondence

Myriam Tami, Department of Mathematics, Faculty of Sciences, University of Mont-
pellier, 4, Place Eugène Bataillon, CC437, 34095 Montpellier cedex 5, France
E-mail : myriam.tami@umontpellier.fr
Phone : (+330) 467 143 951
Fax : (+330) 467 143 558

Abstract

In this work, we propose a new estimation method of a Structural Equation Model
(SEM). Contrasting with the classical SEM approach, our method is not based on the
constrained estimation of the covariance structure of the data. It consists in viewing
the Latent Variables (LV’s) as missing data and using the EM algorithm to maximize
the whole model’s likelihood, which simultaneously provides estimators not only of
the model’s coefficients, but also of the values of LV’s. Through a simulation study,
we investigate how fast and accurate the method is, and eventually apply it to real
environmental data.
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1 Introduction

When it comes to modeling phenomena involving indirect measurements, SEMs are handy
and, as such, widely used. These allow to formalize statistical links between LV’s on the one hand,
and between LV’s and observed ones, on the other hand. Such models originate in psychometry,
and have now been under attention for a century. Several ways were proposed to handle their
estimation. Historically, the first proposed approach was that of factor analysis. This approach
views the LV’s as unknown unconstrained factors having a known distribution (typically standard
normal). This factoring approach is then chiefly concerned by the analysis of the covariance struc-
ture of the Observed Variables (OV’s), this structure having a particular design constrained by the
LV’s underlying the observed ones. Under a multivariate normal assumption for all random va-
riables in the model, the variance-covariance matrix of the OV’s follows a Wishart distribution. The
proposed estimation technique is a constrained maximum likelihood estimation of this variance-
covariance matrix. This factoring approach was extended by Jöreskog to more general SEM in-
volving LInear Structural RELations (LISREL) between LV’s (Jöreskog, 1970; Jöreskog and Sörbom,
1982), and later culminated in works by Muthén, who addressed several issues, such as General
Linear Modeling, and also dealing with missing data in OV’s by means of the EM algorithm (Mu-
thén et al., 1987; Muthén and Muthén, 1998). This approach is theoretically well grounded, but
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has at least three drawbacks. The first one is that the direct maximization of the likelihood of the
variance-covariance matrix is technically tricky, and all the more so as the structural equation sys-
tem is complex. The second one is that, concentrating on the variance-covariance matrix, this
approach does not directly provide estimates of the factor-values at unit level (called individual
scores). The third one is that factors are not constrained enough to allow predicting the values
of the OV’s for statistical units that do not belong to the estimation sample. To overcome such
drawbacks, an alternative approach to structural modeling has been proposed by Wold : the Par-
tial Least squares Path-Modeling (PLSPM) approach. This approach views LV’s as components, i.e.
unknown combinations of the OV’s they are related to. No assumption is made as to their distri-
bution, and only least-square technology is involved in the estimation. Computation is faster and
convergence is said to be faster and more robust. Moreover, components can be predicted from
OV’s and so, scores are a direct output of this approach. Another consequence is the ability to pre-
dict the values of dependent variables for new statistical units. In spite of such commodities, the
PLSPM approach does not deal appropriately with the partial relationships between components
involved in a multiple regression equation, as shown in Bry and Verron (2015), who lately pro-
posed an extended method to extract components suiting a multiple equation model : THEME.
Besides, a LISREL-related method, Unweighted Least Squares (ULS) has been proposed by McDo-
nald (1996), that adds to Jöreskog’s assumptions the constraint that LV’s are linear combinations
of the observed ones. Now, constraining LV’s to be components may be considered unnecessarily
limiting when one is not interested in prediction, and the factoring approach still makes a strong
point in this respect. Later, Jöreskog (2000) completed the LISREL approach with a method to es-
timate LV’s scores. However, this method is based on a least squares technique performed on the
mere measurement equations, overlooking the structural equation. All one needs is then to over-
come LISREL’s drawbacks, i.e. to make estimation easier and more direct for both parameters and
scores. The present works proposes to tackle this issue by viewing the factors’ values as missing
data and using the EM algorithm (initially designed by Dempster et al. (1977) to deal with missing
data) to maximize the likelihood of the whole data. Extending the use of EM in a related way was
proposed by Dempster et al. (1981) and Andrade and Helms (1984) in the framework of mixed li-
near models. The great advantage of EM over the classical Newton-Raphson, Fisher Scoring and
Fletcher and Powell algorithms is that EM automatically allows to keep parameters in their space
and does not require computing the hessian matrix on each step. Although LISREL only considers
Full-Information Maximum Likelihood (FIML, (Arbuckle et al., 1996)), introducing the use of EM
in it has been considered by Lee and Tang (2006); Muthén et al. (1987); Tang and Lee (1998) in or-
der to deal with censoring when it occurs according to a known process. Our approach is different
from all previous ones, in that we neither consider the missing data to be partial or censored. Nor
do we consider the likelihood of the mere constrained sample variance-covariance matrix, but
that of the whole data and the complete model.
In order to keep the developments simple in the paper, we restricted our SEM to only one structu-
ral equation, which does not lessen the generality of our method. The paper is organized as follows.
Section 2 formally introduces the equations of the SEM we deal with. Section 3 applies the EM
algorithm to the SEM and derives the estimation formulas. Section 4 first presents a simulation-
based study of the performance of the method, with comparison to more classical methods, and
then an application to environmental data.
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2 The model

2.1 Notations

Data notations

The data consists in blocks of OV’s describing the same n units. We consider the following
data-matrices and notations :
Y = {y j

i } ; i ∈ J1,nK, j ∈ J1, qYK is the n × qY matrix coding the dependent block of OV’s y1, ..., y qY ,
identified with its column-vectors.
Xm = {x j ,m

i } ; i ∈ J1,nK, j ∈ J1, qmK, m ∈ J1, pK is the n × qm matrix coding the mi eth-explanatory

block of OV’s x1,m , ..., xqm ,m . Value of variable x j ,m for unit i is denoted x j ,m
i . Variable-blocks will

be referred to through the corresponding matrices.
T (resp. T1, ...,Tp ) refers to a n × rT (resp. n × r1, ..., n × rp ) matrix of covariates.
We assume that the units :

— Hence the rows of matrices Y,X1, ...,Xp are independent multivariate normal vectors.

Model notations

For the sake of simplicity, the SEM we handle here is a restricted one, in that it contains only
one structural equation, relating a dependent latent factor g , underlying block Y, to p explanatory
latent factors f 1, ..., f p respectively underlying blocks X1, ...,Xp (cf. figure 1). The main assump-
tions of this model are the following :

— Factors f 1, ..., f p are standard normal, i.e. ∀m ∈ J1, pK,E( f m) = 0 and
V( f m) = In .

— In each block (e.g. Xp ), the OV’s (e.g. xm
j , j ∈ J1, qpK) depend linearly on the block’s factor

(e.g. f m) and a block of extra-covariates (e.g. Tm), conditional on which they are inde-
pendent. Including extra-covariates allows to remove their effect on the OV’s from that of
the factor, and thus, look for a better focused factor, which is very important in many prac-
tical situations.

— Factor g is normal with zero-mean, and its expectation conditional on f 1, ..., f p is a linear
combination of them.

The SEM consists of p +1 measurement equations and one structural equation. It is graphed on
figure 1.

2.2 Measurement equations

As formerly mentioned, each measurement equation relates the variables in a block Xm (res-
pectively Y) to the block’s factor f m (resp. g ). This link may also involve covariates Tm (resp. T) :
each OV is expressed as a linear combination of the factor, the covariates and some noise. Hence
the p +1 measurement equations :

{
Y = TD+ g b′+εY

∀m ∈ J1, pK,Xm = TmDm + f m am ′+εm

where D (resp. Dm) is a rT×qY (resp. rm ×qm) parameter matrix, b (resp. am) a 1×qY (resp. 1×qm)
parameter vector, and εY (resp. εm) an n ×qY (resp. n ×qm) measurement-error matrix.
We impose that the first column of T (resp. Tm) matrix is equal to constant vector having all ele-
ments equal to 1. Thus, the first row of D (resp. Dm) contains mean-parameters.
As far as distributions are concerned, we assume that :

— εY
i ∼ N (0, ψY ) , where ψY = di ag (σ2

Y, j ) j∈J1,qY K ;
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2 The model

FIGURE 1 – The Structural Equation Model

— ∀m ∈ J1, pK : εm
i ∼ N (0, ψm), where ψm = di ag (σ2

m, j ) j∈J1,qmK ;

— εY and εm , ∀m ∈ J1, pK are independent.

As to the factors, we assume that :

— ∀m ∈ J1, pK : f m ∼ N (0, Idn) with f 1, ..., f m independent.

2.3 Structural equations

The structural equation we consider relates dependent factor g to explanatory factors f 1, ..., f p

(cf. figure 1) through a linear model :

{
g = f 1c1 +·· ·+ f

p
c

p +εg

where ∀m ∈ J1, pK, cm is a scalar parameter, and εg ∈Rn is a disturbance vector.
We assume that :

— εg ∼ N (0,1) ;

— εg is independent of εY and εm , ∀m ∈ J1, pK.

N.B. The unit-variance of disturbance εg serves an identification purpose.
Hence the overall model :





Y = TD+ g b′+εY

∀m ∈ J1, pK,Xm = TmDm + f m am ′+εm

g = f 1c1 +·· ·+ f
p

c
p +εg

(1)

where the K-dimensional vector of parameters is
θ = {D,D1, ...,Dp ,b, a1, ..., ap ,c1,c2,ψY,ψ1, ...,ψp }.
Thus, when all ψ matrices are diagonal, we have :

K = 2+qY(rT +2)+
p∑

m=1
qm(rm +2) (2)
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2.4 A simplified model

2.4 A simplified model

In order to avoid heavy formulas in the development of the algorithm, we shall use in the
sequel, with no loss of generality, a simplified model involving p = 2 explanatory blocks X1 and X2.
The corresponding equation set, for a given unit i , reads :





y ′
i = ti

′D+ gi b′+εi
y ′

x1
i
′

= t 1
i
′
D1 + f 1

i a1′+εi
1′

x2
i
′

= t 2
i
′
D2 + f 2

i a2′+εi
2′

gi = f 1
i c1 + f 2

i c2 +εi
g

(3)

Then, θ = {D,D1,D2,b, a1, a2,c1,c2,σ2
Y,σ2

1,σ2
2}, and (cf. (2)), the dimension of θ is :

K = 5+qY(rT +1)+
2∑

m=1
qm(rm +1)

3 Estimation using the EM algorithm

We propose to carry out likelihood maximization through an iterative EM algorithm (Demps-
ter et al. (1977), section 4.7). Each iteration of the algorithm involves an Expectation (E)-step follo-
wed by a Maximization (M)-step. Dempster et al. (1977) prove that the EM algorithm yields maxi-
mum likelihood estimates. Moreover, they proved that even if the starting point is one where the
likelihood is not convex, if an instance of the algorithm converges, it will converge to a (local)
maximum of the likelihood. Another major advantage of the EM algorithm is that it can be used
to "estimate" missing values through their expectation conditional on the observed data. Thus, if
we consider LV’s as missing data, the EM algorithm is an adequate tool to maximize the likelihood
of a statistical model involving LV’s, but also to estimate these LV’s. In our SEM framework, the
LV’s are the factors. Thus, EM enables us to estimate the factors at unit-level. We shall present the
algorithm on the simplified model (3) with no loss of generality.

3.1 The EM algorithm

Let z = (y, x1, x2) be the OV’s and h = (g , f 1, f 2) the LV’s. The EM algorithm is based on the
log-likelihood associated with the complete data (z,h).

The complete log-likelihood function

Let p(z,h;θ) denote the probability density of the complete data. The corresponding log-likelihood
function is :

L (θ; z,h) = −1

2

n∑

i =1
{ln|ψY|+ ln|ψ1|+ ln|ψ2|

+ (yi −D′ti − gi b)′ψ−1
Y (yi −D′ti − gi b)

+ (x1
i −D1′t 1

i − f 1
i a1)′ψ−1

1 (x1
i −D1′t 1

i − f 1
i a1)

+ (x2
i −D2′t 2

i − f 2
i a2)′ψ−1

2 (x2
i −D2′t 2

i − f 2
i a2)

+ (gi − c1 f 1
i − c2 f 2

i )2 + ( f 1
i )2 + ( f 2

i )2}+λ

(4)

Where λ is a constant. Because of the simplification made in the section 2.4, here,
θ = {D,D1,D2,b, a1, a2,c1,c2,σ2

Y,σ2
1,σ2

2}. Indeed, ψY =σ2
YIdqY , ψ1 =σ2

1Idq1 and ψ2 =σ2
2Idq2 .
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3 Estimation using the EM algorithm

Estimation of the SEM

To maximize this function, in the EM framework (Foulley, 2002), we must solve :

Eh
z

[
∂

∂θ
L (θ; z,h)

]
= 0. (5)

This demands that we know the derivatives of the log-likelihood function and the distribution phi
zi

of hi conditional on zi for each observation i ∈ J1,nK. Let us introduce the following notations :

phi
zi

= N


Mi =




m1i

m2i

m3i


 ,Σ =



σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33






g̃i = Ehi
zi

[gi ] = m1i ; γ̃i = Ehi
zi

[g 2
i ] = (Ehi

zi
[gi ])2 +Vhi

zi
[gi ] = m1

2
i +σ11

f̃ 1
i = Ehi

zi
[ f 1

i ] = m2i ; φ̃1
i = Ehi

zi
[( f 1

i )2] = (Ehi
zi

[ f 1
i ])2 +Vhi

zi
[ f 1

i ] = m2
2
i +σ22

f̃ 2
i = Ehi

zi
[ f 2

i ] = m3i ; φ̃2
i = Ehi

zi
[( f 2

i )2] = (Ehi
zi

[ f 2
i ])2 +Vhi

zi
[ f 2

i ] = m3
2
i +σ33

For all ξ̃ ∈ {g̃ , f̃ 1, f̃ 2, γ̃,φ̃1,φ̃2}, we denote ξ̃ = (ξ̃i )i =1,...,n ∈Rn .

The parameters of the normal distribution phi
zi

are explicit and have the following form :

Mi =Σ∗
2Σ

∗
3
−1µ∗ andΣ =Σ∗

1 −Σ∗
2Σ

∗
3
−1Σ∗

2
′ where :

Σ∗
1 =




(c1)2 + (c2)2 +1 c1 c2

c1 1 0
c2 0 1


 ;Σ∗

2 =




((c1)2 + (c2)2 +1)b′ c1a1′ c2a2′

c1b′ a1′ 0(1,q2)

c2b′ 0(1,q1) a2′




Σ∗
3 =




((c1)2 + (c2)2 +1)bb′+ΨY c1ba1′ c2ba2′

c1a1b′ a1a1′+Ψ1 0(q1,q2)

c2a2b′ 0(q2,q1) a2a2′+Ψ2


 ; µ∗

i =




yi −D′ti

x1
i −D1′t 1

i
x2

i −D2′t 2
i




These results are demonstrated in Appendix B. Expressions of the first-order derivatives of L with
respect to θ are established in Appendix C and written in the following form with m ∈ {1,2} :





∂
∂D′ L (z,h) =

n∑
i =1
ψ−1

Y (yi −D′ti − gi b)ti
′

∂
∂Dm ′ L (z,h) =

n∑
i =1
ψ−1

m (xm
i −Dm ′t m

i − f m
i am)t m

i
′

∂
∂b

L (z,h) =
n∑

i =1
giψ

−1
Y (yi −D′ti − gi b)

∂
∂am

L (z,h) =
n∑

i =1
f m

i ψ−1
m (xm

i −Dm ′t m
i − f m

i am)

∂
∂cm

L (z,h) =
n∑

i =1
f m

i (gi − c2 f 2
i − c1 f 1

i )

∂
∂σ2

Y

L (z,h) = n qY σ
−2
Y −σ−4

Y

n∑
i =1

||yi −D′ti − gi b||2

∂
∂σ2

m
L (z,h) = n qm σ−2

m −σ−4
m

n∑
i =1

||xm
i −Dm ′t m

i − f m
i am ||2

(6)

So, here formula (5) (and also (6)) develops into :
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3.1 The EM algorithm





n∑
i =1

(yi −D′ti − g̃i b)ti
′ = 0

n∑
i =1

(xm
i −Dm ′t m

i − f̃ m
i am)t m

i
′ = 0

n∑
i =1

g̃i yi − g̃i D′ti − γ̃i b = 0

n∑
i =1

f̃ m
i xm

i − f̃ m
i Dm ′t m

i − φ̃m
i am = 0

n∑
i =1
σ12 + f̃ 1

i g̃i − c2 σ23 − c2 f̃ 1
i f̃ 2

i − φ̃1
i c1 = 0

n∑
i =1
σ31 + f̃ 2

i g̃i − c2 φ̃2
i − c1σ32 − c1 f̃ 1

i f̃ 2
i = 0

nqYσ
−2
Y −σ−4

Y

n∑
i =1

||yi −D′ti ||2 +||b||2γ̃i −2(yi −D′ti )′g̃i b = 0

nqmσ
−2
m −σ−4

m

n∑
i =1

||xm
i −Dm ′t m

i ||2 +||am ||2φ̃m
i −2(xm

i −Dm ′t m
i )′ f̃ m

i am = 0

(7)

System (7) is easy to solve and the solution is given in the next section.

Results

The explicit solution of system (7) (and also of (5)) is the following :

b̂ =
(g̃ y − y t ′)(t t ′)−1 g̃ t

γ̃− g̃ t ′(t t ′)−1g̃ t

âm =
f̃ m xm −xm t m ′(t m t m ′)−1 f̃ m t m

φ̃m − f̃ m t m ′(t m t m ′)−1 f̃ m t m

ĉ1 =
(σ12 + f̃ 1g̃ )φ̃2 − (σ13 + f̃ 2g̃ )(σ23 + f̃ 1 f̃ 2)

φ̃1φ̃2 − (σ23 + f̃ 1 f̃ 2)2

ĉ2 =
(σ13 + f̃ 2g̃ )φ̃1 − (σ12 + f̃ 1g̃ )(σ23 + f̃ 1 f̃ 2)

φ̃1φ̃2 − (σ23 + f̃ 1 f̃ 2)2

D̂′ = (y t ′− b̂ g̃ t ′)(t t ′)−1

D̂m ′ = (xm t m ′− âm f̃ m t m ′)(t m t m ′)−1

σ̂2
Y =

1

nqY

n∑

i =1
{||yi − D̂′ti ||2 +||b̂||2γ̃i −2(yi − D̂′ti )′b̂g̃i }

σ̂2
m =

1

nqm

n∑

i =1
{||xm

i − D̂m ′t m
i ||2 +||âm ||2φ̃m

i −2(xm
i − D̂m ′t m

i )′âm f̃ m
i }

(8)

The algorithm

We denote [t ] the t i eth-iteration of the EM algorithm.

1. Initialization 1 = choice of the initial parameter values θ[0].

1. In the initialization step, ∀m ∈ J1, pK we propose to obtain Dm [0] by multiple linear regression of Xm

on Tm . Then, to initialize the others parameter values, we compute each approximated factor f̃ m [0]
and g̃ [0]

as first principal component of Xm −TmDm [0] and Y−TD[0]. Then, we initialize am ,σ2
m (resp. b,σ2

y ) through

a multiple linear regression of Xm −TmDm [0] on f̃ m [0]
(resp. of Y−TD[0] on g̃ [0]). Finally, each cm [0] can be

obtained by multiple linear regression of g̃ [0] on the p factors f̃ m [0]
.
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4 Numerical results on simulated data

2. Current iteration t ≥ 1, until stopping condition is met :

(a) E-step : with θ[t−1],

i. Calculate explicitly distribution phi
zi

for each i ∈ J1,nK.

ii. Estimate the factor-values g̃ [t ], f̃ m [t ]
, m ∈ {1,2}.

iii. Calculate γ̃[t ] and φ̃m [t ]
, m ∈ {1,2}.

(b) M-step :

Update θ to θ[t ] by injecting g̃ [t ], γ̃[t ] and f̃ m [t ]
, φ̃m [t ]

, m ∈ {1,2} into the formulas in
(8).

3. We used the following stopping condition with the smallest possible ε :

K∑

k=1

|θ[t+1][k]−θ[t ][k]|
θ[t+1][k]

< ε (9)

where θ[k] is the k i eth-scalar element of parameter-vector θ.

4 Numerical results on simulated data

4.1 Data generation

We consider n = 400 units and qY = q1 = q2 = 40. Therefore, the 120 OV’s Y,X1,X2 are simulated
so as to be structured respectively around three factors g , f 1, f 2. Factors f 1 and f 2 are explanatory
of g . Besides, we consider rT = r1 = r2 = 2, i.e 2 covariates are simulated for each covariate matrix T,
T1 and T2. The data is simulated as follows :

1. Choice of θ :

(a) D = D1 = D2 = matrices filled row-wise with the ordered integer sequence ranging from
1 to 80 (indeed : rT ∗qY = r1 ∗q1 = r2 ∗q2 = 2∗40) ;

(b) b = a1 = a2 = ordered integer sequence ranging from 1 to 40 ;

(c) c1 = c2 = 1 ;

(d) σ2
Y =σ2

1 =σ2
2 = 1.

2. Simulation of factors g , f 1, f 2 :

(a) Simulate vectors f 1 and f 2 of n = 400 normally distributed random numbers with
mean 0 and variance 1 (abbreviated ∀m,∈ {1,2}
f m ∼ N (0, Id400)) ;

(b) Simulate εg according to distribution εg ∼ N (0, Id400) ;

(c) Calculate g = f 1c1 + f 2c2 +εg .

3. Simulation of noises εY, ε1, ε2 :
Each element of matrix εY, (resp. ε1, ε2) is simulated independently from distribution
N (0,σ2

Y = 1) (resp. σ2
1 = 1, σ2

2 = 1).

4. Simulation of covariate matrices T, T1, T2 :
Each element of matrices T, T1, T2 is simulated according to the standard normal distribu-
tion.

5. Simulation of Y, X1, X2 :
Y, X1, X2 are eventually calculated through formulas in the model (1).

This simulation scheme was performed 100 times, each time yielding a set of simulated data ma-
trices (Y,X1,X2). Then for each simulated data, we ran the estimation algorithm with a threshold
value ε = 10−2, yielding the average results presented in section 4.2. Thus from 400∗120 = 48000
scalar elements of data, we estimated 3∗n = 1200 scalar elements of factors plus
K = 5+3∗40(2+1) = 365 scalar parameters, i.e : 1565 scalars.
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4.2 Results

4.2 Results

Convergence was observed in almost all cases in less than five iterations. We assess the quality
of the estimations as follows.

— On the one hand, we calculate the absolute relative deviation between each simulated sca-
lar parameter in θ and its estimate, and then average these deviations over the 100 simula-
tions. We then produce a box-plot of the average absolute relative deviations (cf. figure 2).
This makes the interpretation easier, since we only need to look at the box-plot’s values and
check that they are positive (because of the absolute value) and close to 0.

— On the other hand, to assess the quality of the factor estimations, we compute the 300 values
of square correlations between the simulated concatenated factors (g , f 1, f 2) (respectively)
and the corresponding estimates (g̃ , f̃ 1, f̃ 2). Once again, we produce a box-plot of these
correlations (cf. figure 3) and check that it indicates values close to 1.

Figures 2 and 3 show clearly that the estimates are very close to the actual quantities. Indeed, on
figure 2, the median of average absolute relative deviations is 0.018, first and third quartiles being
0.015 and 0.023 respectively. On figure 3, the median of square correlations is 0.998, first and third
quartiles being 0.997 and 0.999 respectively. So, factor g (respectively f 1 and f 2) turn out to be
drawn towards the principal direction underlying the bundles made up by OV’s Y (respectively X1

and X2). Now, we may legitimately wonder how the quality of estimations could be affected by the
number of observations and the number of OV’s in each block. In the following section we provide
a sensitivity analysis performed to investigate this issue.

FIGURE 2 – Box plot of the average absolute relative deviations of the simulated parameters and
their estimates.

FIGURE 3 – Box plot of the correlations of the simulated factors and their estimates

4.3 Sensitivity analysis of estimations

We performed a sensitivity analysis on the simulated data presented in section 4.1. The pur-
pose was to investigate the influence of the block-sizes (n, qY, q1, q2) on the quality of estimation,
both of parameters and factors. To simplify the analysis, we imposed qY = q1 = q2 = q and varied
n and q separately, i.e. studied the cases n = 50,100,200,400 with q = 40 and q = 5,10,20,40 with
n = 400. Each case was simulated 100 times. Therefore, we simulated 800 data-sets.
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4 Numerical results on simulated data

Sensitivity with respect to the number n of observations

In this section, we study the evolution with n of the average estimation of structural coef-
ficients c1 and c2 and parameter σ2

Y with respect to their actual values, all equal to 1, and that
of the correlations of factors with their estimates. The number of OV’s is set to q = 40 in each
block. Figure 6 graphs these evolutions (average value of estimate in plain line), including a 95%
confidence-interval about each average estimate (dotted line). This figure shows that the biases
and the standard deviations are, as expected, more important for little values of n, but also that
the quality of estimation is already quite good for n = 50. As for the correlations of factors with
their estimates, figure 4 shows that they increase and get close to one as n increases, with a disper-
sion decreasing to 0. However, even for n = 50, the correlations are mostly above 0.95, indicating
that the factors are correctly reconstructed.

FIGURE 4 – Box plots of the correlations of simulated factors and their estimates for various values
of n.

FIGURE 5 – Box plots of the correlations of simulated factors and their estimates for various values
of q .

Sensitivity with respect to the number q of OV’s in each block

Likewise, we study the evolution of the average estimates of c1, c2, σ2
Y and the correlation of

factors with their estimates for different values of q , with n set to 400. We observe that, unsur-
prisingly, the biases and the standard deviations decrease as q increases (cf. figure 6). We observe
that they stabilize even faster with q than with n, particularlyσ2

Y. Indeed, from q = 10 on, the confi-
dence interval is narrow enough. As for the factors, figure 5 shows that their correlations with their
estimates are already very close to 1 for q = 5, with a very small variance, and keep increasing with
q . To sum things up, the sample size n proved to have more impact on the quality of parameter
estimation and factor reconstruction than the number of OV’s. Now, the quality of factor recons-
truction remains high for rather small values of n or q . We advise to use a minimal sample size of
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FIGURE 6 – Average estimates of c1, c2, σ2
Y and 95% confidence intervals as a function of n and as

a function of q .

n = 100 to obtain really stable structural coefficients. Above this threshold, n has but little impact
on the biases and standard deviations of estimates.

5 An application to environmental data

5.1 Data presentation

We apply our model to the data-set genus, built from the CoForChange database and provi-
ded in the R-package SCGLR by Mortier et al. (2014). It gives the abundances of 27 common tree
genera present in the tropical moist forest of the Congo-Basin, and the measurements of 40 geo-
referenced environmental variables, for n = 1000 inventory plots (observations). Some of the geo-
referenced environmental variables describe 16 physical factors pertaining to topography, geology
and rainfall description. The remaining variables characterize vegetation through the enhanced
vegetation index (EVI) measured on 16 dates.
In this section, we aim at modeling the tree abundances from the other variables, while reducing
the dimension of data. The dependent block of variables Y therefore consists of the qY = 27 tree
species counts divided by the plot-surface. A PCA of the geo-referenced environmental variables
and the photosynthetic activity variables confirms that EVI measures are clearly separated from
the other variables (cf. figure 7). Indeed, figure 7 shows two variable-bundles with almost orthogo-
nal central directions. This justifies using our model (cf. section 5.2) with p = 2 explanatory groups,
one of them (X1) gathering q1 = 16 rainfall measures and location variables (longitude, latitude and
altitude), and the second one (X2), the q2 = 23 EVI measures. Besides, in view of the importance
of the geological substrate on the spatial distribution of tree species in the Congo Basin, showed
by Fayolle et al. (2012), we chose to put nominal variable geology in a block T. This block therefore
contains constant 1 plus all the indicator variables of geology but one, which will therefore be the
reference value. Geology having 5 levels, T has 5 columns.
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5 An application to environmental data

FIGURE 7 – Correlation-scatterplot yielded by the PCA of the X1 and X2 geo-referenced environ-
mental variables (obtained with the FactoMineR R-package).

5.2 Model specification with geologic covariates

Here is the model used with the variable-blocks designed in section 5.1. :





Y = TD+ g b′+εY

X1 = 1nd 1′+ f 1a1′+ε1

X2 = 1nd 2′+ f 2a2′+ε2

g = f 1c1 + f 2c2 +εg

where n = 1000, qY = 27, q1 = 16, q2 = 23 and rT = 5. The first row of D is a parameter vector that
contains the means of the Y’s, and the other rows contain the overall effects of the geological sub-
strates with respect to the reference one. Next section presents the model’s parameter-estimates
where, in Table 1, each row r of D is noted D[r, ].

5.3 Results

With a threshold value ε = 10−3, convergence was reached after 58 iterations. Some parameter-
estimates are presented in Tables 1 and 2. For practical reasons, the remaining tables of parameter-
estimates are given in the supplementary material.
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5.3 Results

FIGURE 8 – Correlations of f̃ 1 with the monthly variables of X1 : two rainfall regimes.

Parameter-estimates
Variables D[1, ] D[2,] D[3,] D[4, ] D[5, ] b Correlations with g̃

gen1 0.76 0.16 0.06 0.68 -0.12 -0.13 -0.14
gen2 0.54 -0.28 -0.03 -0.03 -0.28 0.47 0.58
gen3 0.41 -0.23 -0.02 0.25 -0.37 0.29 0.36
gen4 0.12 0.14 0.03 0.52 0.30 0.09 0.15
gen5 0.31 0.15 0.19 -0.20 0.84 0.09 0.16
gen6 0.55 -0.12 -0.26 0.06 -0.02 0.14 0.18
gen7 0.46 0.06 -0.04 -0.37 0.43 0.14 0.18
gen8 0.55 0.04 -0.09 -0.16 0.04 0.42 0.52
gen9 0.92 -0.54 0.26 -0.66 -0.61 0.07 0.03

gen10 0.68 0.40 0.20 0.37 0.06 -0.32 -0.39
gen11 1.74 -0.50 -0.21 0 -0.67 0.33 0.39
gen12 0.87 0.14 0.73 -0.51 -0.21 0.24 0.26
gen13 1.08 -0.09 -0.37 -0.02 -0.53 0.26 0.29
gen14 0.41 -0.16 -0.10 0.12 -0.36 -0.05 -0.07
gen15 0.51 0.01 -0.11 0.27 -0.18 0.29 0.37
gen16 0.50 -0.19 -0.01 0.55 -0.27 0.1 0.14
gen17 0.79 -0.54 -0.20 -0.52 -0.45 0.39 0.45
gen18 0.16 -0.05 0.20 0.03 -0.03 0.18 0.23
gen19 0.34 0.06 0.41 -0.11 0.38 0.23 0.31
gen20 0.49 0.02 -0.21 0.08 0.14 -0.2 -0.24
gen21 0.79 -0.30 -0.12 0.71 -0.13 0.12 0.19
gen22 0.32 -0.07 -0.07 0.38 -0.11 0.23 0.3
gen23 1.02 -0.28 -0.31 0 -0.07 0.46 0.58
gen24 0.80 -0.23 -0.08 0.22 -0.47 0.57 0.7
gen25 0.60 -0.16 -0.04 0.97 -0.49 0.41 0.53
gen26 0.84 0.22 0.27 -0.70 0.82 0.04 0.07
gen27 0.27 0.41 0.69 -0.24 0.56 0.08 0.11

TABLEAU 1 – Application to the genus data with geologic covariate : estimates of parameters D and
b, and correlations of g̃ with the variables in Y.

Scalar parameter-estimates
c1 c2 σ2

1 σ2
2 σ2

Y
0.35 0.01 0.50 0.53 0.84

TABLEAU 2 – Application to genus data with geologic covariate : scalar parameter-estimates.

It can be seen in Tables 1 and 3 that for certain species, the geologic substrate seems to be
of great importance (e.g. for gen1, gen5, gen7, gen9, gen12, gen16, gen21, gen25, gen26, gen27),
whereas for others, it only has a small impact on the abundances (e.g. for gen2, gen6, gen8, gen10,
gen18, gen20, gen23). Moreover, Table 1 shows that the correlations of g̃ with Y are high in absolute
value only for few variables : gen2, gen23, gen24 and gen25. Therefore, only these are well accoun-
ted for by our model. Although we have carried out the analysis with variables gen2, gen3, gen8,
gen10, gen11, gen15, gen17, gen23, gen24 and gen25, the results are practically the same as when
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5 An application to environmental data

we take all variables. The correlations of f̃ 1 with variables pluvio_1 to pluvio_12 of X1 show two
rainfall regimes (cf. figure 8). Indeed, pluvio_1 corresponds to january, pluvio_2, to february, ...,
pluvio_12 to december. The Central African Republic has a tropical climate : the dry season ranges
from November to April and the rainy season from June to September. Figure 8 shows that f̃ 1 is
positively correlated to the rainfalls of the rainy season and negatively to those of the dry one.

5.4 Assessing the model quality through re-sampling

To assess the stability of results and thus, validate the models with covariate, we used a 5-fold
re-sampling technique : 5 separate 200 units-samples were randomly extracted from the complete
genus. For each, we obtained estimated parameters and factors. Then, for each sample, we com-
puted an average Mean Square Error (MSE) and an average correlation of the parameter-estimates
obtained on the sample with those obtained on the complete data. Finally, on each sample, we cal-
culated an average MSE and correlation of the factor-estimates obtained on the sample with the
corresponding ones obtained on the complete data for the units belonging to the sample.

Figure 9 (resp. 10) shows the average MSE (resp. the correlation) between parameters estima-
ted on 5 data samples θs∈J1,5K and parameters estimated on the complete data θ. More precisely,
for these average MSE (respectively correlations), the median is 3.85∗ 10−3 (resp. 0.99), the first
quartile is 1.95∗10−3 (resp. 0.99) and the third quartile is 6.17∗10−3 (resp. 0.99). These values are
close to 0 (resp. 1). So, we can be rather confident in the estimates of parameters obtained in the
previous section.

FIGURE 9 – Box plot of the average MSE’s of the parameter-estimates obtained on the 5 genus data
sub-samples and those obtained on the complete data.

FIGURE 10 – Box plot of the average correlations of the parameter-estimates obtained on the 5
genus data sub-samples and those obtained on the complete data.
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Figure 11 and figure 12 respectively give the box-plot of the factors’ average MSE and correla-
tion for each of the 5 samples. More precisely, for these average MSE’s (respectively correlations),
the median is 1.15∗10−2 (resp. 0.98), the first quartile is 7.44∗10−3 (resp. 0.98) and the third quar-
tile is 3.53∗10−2 (resp. 0.99). These values are close enough to 0 (resp. 1) to allow us to be confident
in the estimates obtained on the complete data.

FIGURE 11 – Box-plot of the average MSE of factor-estimates.

FIGURE 12 – Box-plot of the average correlation of factor-estimates.

6 Conclusion

The maximum-likelihood estimation method is known to be a stringent method of estima-
tion having nice properties. In the context of estimation methods of an SEM, the LISREL approach
is based on likelihood maximization, contrary to PLS, THEME, and other component-based me-
thods. However, LISREL mainly focuses on the variance-covariance structure, the likelihood of
which it maximizes under constraints. The LV’s scores estimation is based on a least squares tech-
nique performed on the mere measurement equations. To estimate both parameters and scores in
a row, we proposed to carry out likelihood maximization of the complete model through the EM
algorithm. This approach assumes that LV’s are factors, which is less constraining than assuming
they are components. Therefore, this approach has clear assets over the more classical one. Sen-
sitivity analysis allowed to assess its performances. Eventually, the application on environmental
data proved satisfactory and demonstrated how to practically use this method.
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Appendix A.

Appendix A. Calculation of the complete data log-likelihood
function L

In the case of the simplified model (3), p = 2,ψY =σ2
YIdqY ,ψ1 =σ2

1Idq1 andψ2 =σ2
2Idq2 , and for

observation i we have,

p(zi ,hi ;θ) = p(yi , x1
i , x2

i , gi , f 1
i , f 2

i ;θ)

= p(yi , x1
i , x2

i |gi , f 1
i , f 2

i ;θ)p(gi , f 1
i , f 2

i ;θ)

= p(yi , x1
i , x2

i |gi , f 1
i , f 2

i ;θ)p(gi | f 1
i , f 2

i ;θ)p( f 1
i , f 2

i ;θ)

= p(yi , x1
i , x2

i |gi , f 1
i , f 2

i ;θ)p(gi | f 1
i , f 2

i ;θ)p( f 1
i ;θ)p( f 2

i ;θ)

= p(yi , x1
i , x2

i |gi , f 1
i , f 2

i ;θ)p(gi | f 1
i , f 2

i ;θ)p( f 1
i )p( f 2

i )

= p(x1
i , x2

i |yi , gi , f 1
i , f 2

i ;θ)p(yi |gi , f 1
i , f 2

i ;θ)p(gi | f 1
i , f 2

i ;θ)p( f 1
i )p( f 2

i )

= p(x1
i , x2

i | f 1
i , f 2

i ;θ)p(yi |gi ;θ)p(gi | f 1
i , f 2

i ;θ)p( f 1
i )p( f 2

i )

= p(x1
i |x2

i , f 1
i , f 2

i ;θ)p(x2
i | f 1

i , f 2
i ;θ)p(yi |gi ;θ)p(gi | f 1

i , f 2
i ;θ)p( f 1

i )p( f 2
i )

= p(x1
i | f 1

i ;θ)p(x2
i | f 2

i ;θ)p(yi |gi ;θ)p(gi | f 1
i , f 2

i ;θ)p( f 1
i )p( f 2

i )

where θ = {D,D1,D2,b, a1, a2,c1,c2,ψY,ψ1,ψ2} is the set of model parameters. Therefore,

L (θ; zi ,hi ) = L (θ; x1
i | f 1

i )+L (θ; x2
i | f 2

i )+L (θ; yi |gi )+L (θ; gi | f 1
i , f 2

i )+L ( f 1
i )+L ( f 2

i )

Because of the model and the normal distribution properties we obtain :
xm

i | f m
i ∼N (t m

i
′Dm + f m

i am ′,ψXm )
yi |gi ∼N (ti

′D+ gi b′,ψY)
gi | f 1

i , f 2
i ∼N ( f 1

i c1 + f 2
i c2,1)

f m
i ∼N (0,1)

Then, we get the complete data log-likelihood function (4), where λ is a constant. Also, the set of
model parameters θ = {D,D1,D2,b, a1, a2,c1,c2,ψY,ψ1,ψ2} in our case corresponds to
θ = {D,D1,D2,b, a1, a2,c1,c2,σ2

Y,σ2
1,σ2

2} because of the simplification made in the section 2.3. In-
deed, ψY =σ2

YIdqY , ψ1 =σ2
1Idq1 and ψ2 =σ2

2Idq2 .
Therefore, we can also write the complete data log-likelihood function with replacing ln|ψY| (resp.
∀m ∈ {1,2}, ln|ψm |) by qYl n(σ2

Y) (resp. ∀m ∈ {1,2}, qmln(σ2
m)).
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Appendix B.

Appendix B. Distribution of hi |zi

In the case of the simplified model (3), p = 2,ψY =σ2
YIdqY ,ψ1 =σ2

1Idq1 andψ2 =σ2
2Idq2 , and for

observation i , the normality of the distribution of hi |zi presented in section 3.1.2. derives from the
classical result 2 about the conditioning of normally distributed variables. Before using this result,
we calculate the joint distribution of (gi , f 1

i , f 2
i , yi , x1

i , x2
i ).

We know that, for observation i ,
yi ∼N (D′ti ,b((c1)2 + (c2)2 +1)b′+ΨY)
xm

i ∼N (Dm ′t m
i , am am ′+Ψm)

gi ∼N (0, (c1)2 + (c2)2 +1)
f m

i ∼N (0,1)
Then, after calculating the required covariances we obtain,

(gi , f 1
i , f 2

i ) ∼N






0
0
0


 ,




(c1)2 + (c2)2 +1 c1 c2

c1 1 0
c2 0 1






and,

(yi , x1
i , x2

i ) ∼N







D′ti

D1′t 1
i

D2′t 2
i


 ,




((c1)2 + (c2)2 +1)bb′+ΨY c1ba1′ c2ba2′

c1a1b′ a1a1′+Ψ1 0(q1,q2)

c2a2b′ 0(q2,q1) a2a2′+Ψ2







Then, after calculating the required covariances we obtain the joint distribution,
(gi , f 1

i , f 2
i , yi , x1

i , x2
i ) ∼N (M∗

i ,Σ∗) such that,

M∗
i =




0(3,1)

D′ti

D1′t 1
i

D2′t 2
i


 andΣ∗ =

(
Σ∗

1 Σ∗
2

Σ∗
2
′ Σ∗

3

)
.

Where,Σ∗
1 =




(c1)2 + (c2)2 +1 c1 c2

c1 1 0
c2 0 1


 ;Σ∗

2 =




((c1)2 + (c2)2 +1)b′ c1a1′ c2a2′

c1b′ a1′ 0(1,q2)

c2b′ 0(1,q1) a2′


 ;

Σ∗
3 =




((c1)2 + (c2)2 +1)bb′+ΨY c1ba1′ c2ba2′

c1a1b′ a1a1′+Ψ1 0(q1,q2)

c2a2b′ 0(q2,q1) a2a2′+Ψ2


.

Finally, we use result (10) and obtain the distribution, hi |zi ∼N (Mi ,Σ) where, Mi =Σ∗
2Σ

∗
3
−1µ∗

i

andΣ =Σ∗
1 −Σ∗

2Σ
∗
3
−1Σ∗

2
′, such that µ∗

i =




yi −D′ti

x1
i −D1′t 1

i
x2

i −D2′t 2
i


.

2. If two variables X1 and X2 are normally distributed such that,(
X1

X2

)
∼N

(
µ =

(
µ1

µ2

)
,Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

))

where, µ1 (r ×1), µ2 (s ×1),Σ11 (r × r ),Σ12(r × s),Σ21 (s × r ) andΣ22 (s × s) ;
then,

(X1|X2 = x2) ∼N (M =µ1 +Σ12Σ22
−1(x2 −µ2),φ =Σ11 −Σ12Σ22

−1Σ21) (10)
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Appendix C.

Appendix C. Calculation of the first-order derivatives of L

We calculate the first-order derivatives of the complete data log-likelihood function (4), where
θ = {D,D1,D2,b, a1, a2,c1,c2,ψY,ψ1,ψ2}, ψY =σ2

YIdqY , ψ1 =σ2
1Idq1 and ψ2 =σ2

2Idq2 .
There are matrix-parameters (D,D1,D2), vector-parameters (b, a1, a2) and scalar parameters
(c1,c2,σ2

Y,σ2
1,σ2

2). Then, L is a sum of three types of functions : the logarithm, the square function
and a quadratic form function (w −Xβ)′Γ(w −Xβ), where Γ is symmetric and
w (q ×1), X (q ×m), β (m ×1) and Γ (q × q). The first-order derivatives of the logarithm function
and the square function are in our case trivial. The first-order derivative of (w−Xβ)′Γ(w−Xβ) with
respect to X is less trivial but necessary.

dX[(w −Xβ)′Γ(w −Xβ)] = (w −Xβ)′Γ(−dXβ)+ (−dXβ)′Γ(w −Xβ)

= −2(w −Xβ)′Γ(dXβ)

= tr [−2(w −Xβ)′Γ(dXβ)]

= tr [−2β(w −Xβ)′ΓdX]

=<−2β(w −Xβ)′Γ|dX >

Therefore,

d

dX
[(w −Xβ)′Γ(w −Xβ)] = (−2β(w −Xβ)′Γ)′

= −2(β(w −Xβ)′Γ)′

= −2Γ(w −Xβ)β′

Likewise, we establish that :

∂

∂D′L (z,h) =
n∑

i =1
ψ−1

Y (yi −D′ti − gi b)ti
′

Similar reasoning can be applied to Dm and allows to obtain the second row of (6). Concerning
the third and the fourth row of (6), we use the classical result :

∂

∂β
[(w −Xβ)′Γ(w −Xβ)] = −2X′Γ(w −Xβ)

Eventually, the fifth, the sixth and the eighth rows of (6) are obtained in a trivial way.
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Appendix D.

Appendix D. Table (3) of section 5.

Variables Differences Variables Differences

gen1 0.80 gen15 0.45

gen2 0.28 gen16 0.82
gen3 0.62 gen17 0.54
gen4 0.52 gen18 0.25

gen5 1.04 gen19 0.52
gen6 0.32 gen20 0.35

gen7 0.80 gen21 1.01
gen8 0.20 gen22 0.49

gen9 0.92 gen23 0.31
gen10 0.40 gen24 0.69

gen11 0.67 gen25 1.46

gen12 1.24 gen26 1.52

gen13 0.53 gen27 0.93
gen14 0.48

TABLEAU 3 – Application to the genus data with geologic covariate : Differences between maximal
and minimal values of geologic effects D[1, ], D[1, ]+D[2,], D[1, ]+D[3,], D[1, ]+D[4,], D[1, ]+D[5,]
(highlights on the greater differences, italics on the smaller).
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3.3. Résultats complémentaires de l’application environnementale : le cas du modèle sans la
covariable géologie

3.3 Résultats complémentaires de l’application environnementale : le
cas du modèle sans la covariable géologie

3.3.1 Le modèle sans covariables

Dans cette section l’intérêt est porté sur les conséquences d’une modélisation sans covariables
T . Le modèle est alors : 

Y = 1nd
′ + gb′ + εY

X1 = 1nd
1′ + f1a1

′
+ ε1

X2 = 1nd
2′ + f2a2

′
+ ε2

g = f1c1 + f2c2 + εg

où les covariables T sont réduites au vecteur unitaire 1n. Les dimensions n = 1000, qY = 27,
q1 = 16, q2 = 23 restent inchangées et d′ (resp. d1

′
et d2

′
) est un vecteur paramètre contenant

les moyennes des variables Y (resp. X1 and X2).

Résultats

Pour ε = 10−3, la convergence est observée après 49 itérations. Les estimations des paramètres
sont présentées dans les tableaux 3.1, 3.2, 3.4 and 3.6.
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Chapitre 3. Algorithme EM et modèles multi-blocs à facteurs

Estimations des paramètres

Variables d b
Corrélation avec

g̃

gen1 0.95 0.16 0.19
gen2 0.45 0.34 0.41
gen3 0.38 0.34 0.42
gen4 0.35 0.18 0.22
gen5 0.45 -0.15 -0.18
gen6 0.54 0.18 0.22
gen7 0.44 -0.16 -0.2
gen8 0.51 0.29 0.35
gen9 0.56 -0.01 -0.01
gen10 0.86 -0.2 -0.24
gen11 1.54 0.35 0.43
gen12 0.74 -0.04 -0.04
gen13 0.94 0.28 0.35
gen14 0.35 0.1 0.12
gen15 0.54 0.39 0.47
gen16 0.58 0.32 0.4
gen17 0.48 0.17 0.21
gen18 0.17 0.16 0.2
gen19 0.41 0.04 0.05
gen20 0.53 -0.13 -0.16
gen21 0.93 0.41 0.5
gen22 0.40 0.39 0.48
gen23 0.96 0.45 0.56
gen24 0.74 0.54 0.66
gen25 0.76 0.64 0.78
gen26 0.85 -0.33 -0.41
gen27 0.40 -0.19 -0.24

Tableau 3.1 – Application aux données genus sans covariables T : estimations des paramètres D et
b, et des corrélations de g̃ avec Y .

Estimations des paramètres scalaires

c1 c2 σ21 σ22 σ2Y
0.27 -0.07 0.50 0.53 0.90

Tableau 3.2 – Application aux données genus sans la covariable géologie : estimations des paramètres
scalaires.

Le tableau 3.2 et le tableau similaire dans le cas de la modélisation avec covariables T (cf. l’ar-
ticle), montrent que peu importe la présence des covaribles T , les variables pluviométriques
et géographiques X1 jouent un rôle plus important que les variables de photosynthèse X2 sur
l’abondance des espèces d’arbres Y . Les estimations de σ21, σ22, σ2Y ne changent pas significa-
tivement. Dans les deux cas, les régimes pluviométriques sont mis en évidence. Cependant,
le tableau en annexe D de l’article montre l’impact de la nature du sol sur l’abondance des
espèces d’arbres gen1, gen5, gen7, gen9, gen12, gen16, gen21, gen25, gen26 et gen27. Par
conséquent la présence des covariables T liées à la nature du sol (geologie) dans le modèle
semble importante et avoir du sens.
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3.3. Résultats complémentaires de l’application environnementale : le cas du modèle sans la
covariable géologie

3.3.2 Tableaux supplémentaires de l’application aux données environnementales

Estimations des paramètres

Variables d1 a1
Corrélations avec

f̃1

altitude 4.43 0.62 0.66
pluvio yr 44.45 0.16 0.17
pluvio 1 2.48 -0.91 -0.97
pluvio 2 4.32 -0.88 -0.94
pluvio 3 9.65 -0.47 -0.5
pluvio 4 8.56 -0.28 -0.3
pluvio 5 6.68 0.26 0.28
pluvio 6 5.98 0.83 0.89
pluvio 7 4.78 0.81 0.86
pluvio 8 4.17 0.86 0.91
pluvio 9 11.46 0.72 0.77
pluvio 10 10.17 0.34 0.36
pluvio 11 4.36 -0.83 -0.88
pluvio 12 2.13 -0.9 -0.96

lon 14.57 0.04 0.04
lat 2.49 0.92 0.98

Tableau 3.3 – Application aux données genus sans covariables T : estimation des paramètres d1 et

a1, et des corrélations de f̃1 avec les variables X1.

Estimations des paramètres

Variables d1 a1
Corrélations avec

f̃1

altitude 4.43 0.63 0.66
pluvio yr 44.45 0.16 0.17
pluvio 1 2.48 -0.92 -0.97
pluvio 2 4.32 -0.89 -0.94
pluvio 3 9.65 -0.48 -0.5
pluvio 4 8.56 -0.29 -0.31
pluvio 5 6.68 0.26 0.28
pluvio 6 5.98 0.84 0.89
pluvio 7 4.78 0.82 0.86
pluvio 8 4.17 0.87 0.92
pluvio 9 11.46 0.73 0.77
pluvio 10 10.17 0.34 0.36
pluvio 11 4.36 -0.84 -0.88
pluvio 12 2.13 -0.91 -0.96

lon 14.57 0.04 0.05
lat 2.49 0.93 0.98

Tableau 3.4 – Application aux données genus sans covariables T : estimation des paramètres d1 et

a1, et des corrélations de f̃1 avec les variables X1.
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Chapitre 3. Algorithme EM et modèles multi-blocs à facteurs

Estimations des paramètres

Variables d2 a2
Corrélations avec

f̃2

evi 1 15.51 0.63 0.65
evi 2 13.47 0.59 0.6
evi 3 14.83 0.51 0.52
evi 4 14.67 0.58 0.6
evi 5 16.44 0.56 0.57
evi 6 18.74 0.51 0.52
evi 7 18.44 0.75 0.76
evi 8 20.59 0.8 0.82
evi 9 21.83 0.76 0.78
evi 10 19.19 0.74 0.76
evi 11 18.22 0.67 0.69
evi 12 15.92 0.61 0.63
evi 13 15.4 0.58 0.6
evi 14 13.51 0.7 0.72
evi 15 14.57 0.69 0.71
evi 16 14.95 0.76 0.78
evi 17 16.09 0.73 0.75
evi 18 15.95 0.77 0.79
evi 19 17.12 0.73 0.75
evi 20 15.02 0.75 0.77
evi 21 15.87 0.75 0.77
evi 22 14.21 0.71 0.73
evi 23 15.26 0.68 0.69

Tableau 3.5 – Application aux données genus sans covariables T : estimation des paramètres d2 et

a2, et des corrélations de f̃2 avec les variables X2.
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Estimations des paramètres

Variables d2 a2
Corrélations avec

f̃2

evi 1 15.51 0.63 0.65
evi 2 13.47 0.59 0.6
evi 3 14.83 0.51 0.52
evi 4 14.67 0.58 0.6
evi 5 16.44 0.56 0.57
evi 6 18.74 0.5 0.52
evi 7 18.44 0.74 0.76
evi 8 20.59 0.8 0.82
evi 9 21.83 0.76 0.78
evi 10 19.19 0.74 0.76
evi 11 18.22 0.67 0.69
evi 12 15.92 0.61 0.63
evi 13 15.4 0.58 0.6
evi 14 13.51 0.7 0.72
evi 15 14.57 0.69 0.71
evi 16 14.95 0.76 0.78
evi 17 16.09 0.73 0.75
evi 18 15.95 0.77 0.79
evi 19 17.12 0.73 0.75
evi 20 15.02 0.75 0.77
evi 21 15.87 0.75 0.77
evi 22 14.21 0.71 0.73
evi 23 15.26 0.67 0.69

Tableau 3.6 – Application aux données genus sans covariables T : estimations des paramètres d2 et

a2, et des corrélations de f̃2 avec les variables X2.

3.4 Perspectives et discussion sur les questions du nombre de blocs,
de facteurs, de parcimonie et d’unicité des solutions

L’application de l’approche EM sur les données genus suggère à la fois une manière de
construire un modèle structurel à la lumière d’une ACP préliminaire et une façon d’éva-
luer sa qualité par un procédé de ré-échantillonnage. L’ACP a permis de distinguer deux
groupes de VO (X1 et X2) pouvant expliquer le groupe de VO (Y ). Les facteurs étant sup-
posés indépendants, cette étape est très utile : les groupes de variables doivent être proches
de l’orthogonalité. Cependant, comme cela a été discuté à la fin du chapitre 2, il pourrait être
envisagé que le nombre de facteurs par groupe ne se limite pas à un seul. Il viendrait alors tout
naturellement la question de comment déterminer le nombre de facteurs par groupe. En effet,
la méthode d’estimation par algorithme EM, tout comme les méthodes PLS et LISREL, n’est
appliquée qu’après avoir pré-établi un modèle structurel avec un nombre fixé de facteurs. En
pratique, plusieurs experts des disciplines des domaines d’applications concernés échangent
avec le statisticien jusqu’à converger vers une modélisation pertinente. Mais cela n’implique
pas que cette modélisation soit la meilleure. Il serait intéressant de pouvoir évaluer objective-
ment la qualité du choix de modèle. Ainsi, des statistiques évaluant la qualité d’ajustement
d’un modèle doivent être développées pour la méthode d’estimation par algorithme EM.
Concernant la généralisation du modèle à plusieurs facteurs par groupe, nous avons mentionné
plus haut la nécessité de contraintes d’identification supplémentaires. Si de plus pour un
groupe le nombre de facteurs choisi est trop élevé, la matrice des coefficients pondérateurs
associée risque de ne pas être de plein rang. Il est alors recommandé d’ajouter des contraintes
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sur la matrice des pondérations pour la contraindre à être de plein rang.
Pour éviter les problèmes de multiplicité des solutions, il faut aussi que le modèle soit parcimo-
nieux. Quelque soit le nombre de facteurs communs par groupe, il faut que la différence entre
le nombre d’équations du modèle et le nombre d’inconnues à estimer soit positive. Prenons
l’exemple de l’équation de mesure :

Y = TD +GB + εY (3.4)

Si ΨY est supposée diagonale alors ΣY = B′ (C ′C + IKG)B + ΨY contient
qY × qY + qY = qY (qY + 1) éléments. Puisque ΣY est symétrique, elle est constituée de
1

2
qY (qY + 1) éléments distincts. En revanche, le nombre de paramètres libres de l’équation

(3.4) est qT × qY +KG × qY + qY appartenant à D, B et ΨY auquel est retranché le nombre

de contraintes
1

2
KG (KG − 1) nécessaires à l’identification des pondérations et des facteurs

associés. En effet,
1

2
KG (KG − 1) correspond au nombre paramètres fixés qui ne sont donc pas

libres. Plus de détails sont disponibles dans Saidane (2006). Le nombre de paramètres libres de

l’équation (3.4) est alors qY (qT +KG + 1)−1

2
KG (KG − 1). Pour obtenir une solution unique,

la différence dY entre le nombre d’équations et le nombre d’inconnues (i.e. : paramètres libres)
doit être positive. En effet,

— dY < 0 signifie qu’il y a plus de paramètres à estimer que d’équation et il y a donc une
infinité de solutions ;

— dY ≥ 0 signifie qu’il y a soit autant soit plus de paramètres à estimer que d’équations,
il y a donc une solution.

Par conséquent, pour avoir une unique solution lors de la procédure d’estimation, il faut
imposer un nombre de contraintes dY ≥ 0 tel que :

dY =
1

2
qY (qY + 1)−

{
qY (qT +KG + 1)− 1

2
KG (KG − 1)

}
.

Ainsi, dans le cas du modèle à un facteur par groupe étudié (cf. le modèle (3.2)), il faut
dY + d1 + d2 contraintes telles que, 

dY ≥ 0
d1 ≥ 0
d2 ≥ 0

ce qui équivaut à, 
dY ≥ 1

2
qY (qY − 3− 2qT )

d1 ≥ 1

2
q1 (q1 − 3− 2qT )

d2 ≥ 1

2
q2 (q2 − 3− 2qT )

Le modèle étudié est donc parcimonieux si à la fois qY ≥ 3, q1 ≥ 3 et q2 ≥ 3. Par exemple,
dans le cas du modèle étudié, si celui-ci était sans covariables (i.e. : qT = 0), il serait donc
nécessaire d’avoir un minimum de 3 VO par groupe pour que la procédure itérative de la
méthode d’estimation par algorithme EM converge vers une unique solution.
Tout comme dans le cas du modèle à deux groupes (un dépendant et un explicatif) présenté au
chapitre précédent, le problème d’identifiabilité lié à la reconstruction des facteurs persiste :
les facteurs d’un groupe ne sont identifiables qu’à une transformation orthogonale arbitraire
près.
Pour finir, des perspectives autres que le développement de statistiques d’ajustement de
modèle ou d’indice de validation sont à envisager. Cette approche pourrait en effet être
étendue aux modèles linéaires généralisés. Les variables ne seraient alors plus gaussiennes
mais pourraient être catégorielles.
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CHAPITRE 4

Analyse longitudinale de la qualité de vie sur des facteurs reconstruits
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

La méthode d’estimation par algorithme EM a été appliquée au domaine de la qualité de vie
relative à la santé (HRQoL) en cancérologie, en collaboration avec des membres de l’Unité de
Biostatistique à l’Institut régional du Cancer de Montpellier (ICM). En oncologie, la (HR-
QoL) est devenue un critère essentiel dans les essais cliniques mais son analyse longitudinale
reste complexe. En effet, un des freins conceptuels de ce critère est son aspect multidimen-
sionnel et la multiplicité des tests qu’il engendre. L’emploi de l’approche EM comme étape
préliminaire à l’analyse longitudinale de ce critère a pour objectif de contribuer à la sim-
plification de l’analyse. Cette contribution est actuellement soumise à publication. Avant de
présenter l’article en question, ce chapitre va dans un premier temps situer le contexte et les
motivations de ce travail. Il mettra également en place toutes les définitions des termes tech-
niques du domaine oncologique nécessaires à la compréhension des développements présentés.
Un accent particulier est porté sur la définition du critère de la HRQoL, son évaluation par
auto-questionnaires et l’analyse longitudinale classique dont il fait l’objet. Ensuite, l’article
est brièvement introduit par une courte description de l’analyse longitudinale utilisant l’ap-
proche EM ainsi que par la présentation de quelques résultats obtenus sur des données réelles.
L’article soumis à publication suivra afin de présenter l’application complète et l’ensemble
des résultats liés à l’analyse longitudinale proposée. Pour finir, ce chapitre ouvre le travail
sur de possibles perspectives et une discussion.

4.2 Contexte

Le critère de HRQoL est souvent étudié afin de mettre en avant le bénéfice d’une nouvelle
molécule dans le cadre de la conception d’un futur traitement. En fonction de la pathologie
ciblée et de ses traitements actuels, un nouveau médicament peut trouver une place sur le
marché lorsqu’il améliore par exemple la Qualité de Vie (QdV) des patients. Alors, son labo-
ratoire de conception doit réaliser des essais sur l’Homme avec l’accord de l’ANSM (Agence
Nationale de Sécurité du Médicament et des produits de santé). Ces essais s’effectuent selon
une succession de 4 phases, ce que l’on appelle un “essai clinique”. Le bénéfice clinique du
traitement et la QdV sont étudiés lors de la troisième phase, mais il arrive aussi que la QdV
soit étudiée lors de la deuxième phase.

4.2.1 Essai clinique

Avant de mettre sur le marché un nouveau traitement, le laboratoire pharmaceutique procède
à un essai clinique. Suivant le traitement mis en place, ce dernier peut légèrement différer. La
figure 4.1 illustre le processus d’un essai clinique dans le cadre d’un traitement anti-cancéreux.
L’essai clinique est compartimenté : il y a une première partie pré-clinique où des tests sont
effectués soit en laboratoire, soit sur des animaux (in vitro, in vivo), puis une partie liée au
développement thérapeutique. Cette seconde partie est subdivisée en 3 phases : la phase I, la
phase II et la phase III.
La phase I a pour objectif d’évaluer la tolérance à la molécule active du traitement et d’établir
la dose recommandée à administrer. Pour y parvenir on cherche la dose maximale pouvant
être tolérée. Dans le domaine de la cancérologie, cette phase I est réalisée sur une cohorte de
15 à 50 patients avec un cancer méta-statique, c’est à dire sur des patients qui ne sont pas
en rémission ou pour lesquels aucun traitement n’existe.
La phase II vient alors évaluer l’efficacité de la molécule. Pour le cas du domaine de la cancé-
rologie, cette efficacité est évaluée en terme d’activité anti-tumorale. On cherche à étudier :

— la diminution de la tumeur ;

— la tolérance à moyen terme ;

— l’allongement de la survie ;
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Figure 4.1 – Les différentes étapes d’un essai clinique pour un traitement anti-cancéreux.

— l’amélioration de la Qualité de Vie (QdV).

Cette phase est accomplie sur des patients en échecs thérapeutique dont le nombre est supé-
rieur à celui de la phase I mais inférieur à 100 patients.
La phase III a quant à elle pour objectifs d’étudier l’efficacité du traitement en situation
réelle, et aussi d’évaluer son bénéfice clinique. La cohorte de patients est alors choisie de
manière à être plus représentative de la population de patients susceptible de bénéficier du
traitement. Lors de cette phase, le nombre de patients est en général compris entre 100 et
1000. Enfin, pour évaluer le bénéfice clinique, les patients sont séparés en deux groupes : un
groupe de référence G0 et un groupe G1. On procède ensuite à deux types de comparaisons :

— soit on compare les résultats du traitement testé sur G1 à ceux du traitement standard
(actuellement prescrit) administré à G0 ;

— soit on compare les résultats du traitement testé sur G1 à ceux avec absence de traite-
ment (un placebo est administré à G0).

Pour que les résultats soient en faveur de la nouvelle molécule, il faut obtenir soit une pro-
longation de la survie, soit une amélioration de la QdV.

4.2.2 Critères d’évaluation du bénéfice d’un traitement lors d’un essai clinique

Pour évaluer le bénéfice clinique d’un nouveau traitement, le choix du critère de jugement est
essentiel. Il existe plusieurs types de critères de jugement dont voici une liste non exhaustive :

— la survie globale ;

— la QdV ;

— la survie sans progression ;

— la maladie sans progression.
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Bien que les deux derniers critères relèvent de mesures quantitatives objectives car centrées
sur la tumeur, le critère de survie globale est considéré en cancérologie comme le critère de
jugement de référence en phase III. Il est objectif, universel et clairement défini par l’inter-
valle de temps jusqu’au décès, toutes causes confondues. Cependant, aujourd’hui ce critère
rencontre des limites. Les traitements sont de plus en plus efficaces et allongent considérable-
ment la durée de vie. Le cas du cancer du sein est un exemple. Après une chirurgie, il est de
plus en plus difficile d’obtenir des différences significatives avec le critère de survie globale lors
d’une durée d’étude fixe. Or, la durée d’étude du bénéfice d’un traitement en phase III doit
rester raisonnable. Pour pallier l’allongement des durées d’études, des critères de jugement
alternatifs peuvent être utilisés.

4.2.3 La qualité de vie : un critère d’évaluation alternatif

Les critères de jugement alternatifs sont objectifs et centrés sur la tumeur. Ils relèvent de me-
sures quantitatives. Mais avant d’utiliser un critère de jugement alternatif en tant que critère
de jugement principal, il faut soit valider ce critère comme critère de jugement substitutif
à la survie globale, soit s’assurer du bénéfice clinique pour le patient. Pour cela, il devient
essentiel de joindre à l’utilisation de ce critère alternatif, un critère secondaire centré sur le
patient. La HRQoL est un exemple de critère de jugement secondaire. Ainsi, dans le contexte
de la cancérologie, la HRQoL est un critère de jugement à la fois alternatif et secondaire utile
pour s’assurer du bénéfice d’un traitement. Actuellement, lors d’un test clinique, en l’absence
d’effet sur la survie globale, la HRQoL est considérée comme second critère de jugement prin-
cipal par l’Amercan Society of Clinical Oncology (ASCO) et la Food and Drug Administration
(FDA) (Beitz et al., 1995). Il arrive même, sous certaines conditions, qu’elle soit citée comme
critère principal lors d’un essai clinique (Fiteni et al., 2015). Les situations gériatriques et
palliatives étant de plus en plus fréquentes, ce critère a aussi l’avantage d’être pertinent pour
assurer confort et bien-être aux patients. Cependant, l’utilisation de ce critère se heurte à
plusieurs inconvénients. D’abord, au niveau conceptuel, l’évaluation de le HRQoL est réalisée
par le biais d’auto-questionnaires complétés par les patients. Elle est donc subjective mais
aussi dynamique car la HRQoL peut varier tout au long du traitement pour un même patient.
Par conséquent, il faudrait s’interroger sur le sens clinique d’un changement de niveau de HR-
QoL. De plus la définition de la HRQoL n’est pas clairement établie bien qu’elle soit présentée
comme sous-jacentes à plusieurs dimensions à la fois fonctionnelles et symptomatiques telles
que la douleur et la fatigue (cf. section 2). Par ailleurs, au niveau méthodologique, on peut
rencontrer des problèmes de données manquantes ou liés à la nature multidimensionnelle de
la HRQoL. En effet, actuellement la qualité de vie est étudiée dimension par dimension, ce
qui engendre une multiplicité des tests. L’ensemble de ces inconvénients constituent des li-
mites à l’évaluation de la HRQoL mais aussi des limites à l’utilisation des résultats qu’elle
engendre, et donc à l’aide à la décision quant à l’évaluation du bénéfice thérapeutique. Par
conséquent, les cliniciens oncologues restent réticents au changement de leurs pratiques et à se
fonder uniquement sur les résultats du critère de HRQoL en phase III pour évaluer le bénéfice
clinique d’un nouveau traitement. D’autant plus que les analyses longitudinales réalisées sur
les données de la HRQoL et leur interprétation restent complexes.

4.3 Le critère de qualité de vie (QdV) relative à la santé (HRQoL)

Le concept de QdV est défini par l’Organisation Mondiale de la Santé (OMS) comme “un
état de bien-être physique, mental et social complet, et pas seulement l’absence de maladie
ou d’infirmité” (WHO, 1948). Le critère de QdV est donc par définition :

— subjectif : la notion de bien-être est propre à chacun ;

— dynamique : pour un même individu la notion de “bien-être” peut varier au cours du
temps ;
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— multidimensionnel, regroupant au moins trois types de familles de dimensions : certaines
liées au fonctionnement physique, d’autres d’ordre psychologique et les dernières d’ordre
sociale.

Le caractère multidimensionnel de la HRQoL

Lorsque la QdV est étudiée du point de vu médical, sa définition est orientée de manière à ce
que le critère soit spécifique au domaine de la santé. Des dimensions informatives sur l’impact
direct ou indirect d’une maladie donnée ou d’un traitement donné sont aussi considérées. Les
dimensions “difficultés financières”, “constipation”, “symptômes au bras” sont des exemples.
On parle de qualité de vie relative à la santé (HRQoL).

Le caractère subjectif de la HRQoL

La variabilité inter-individuelle de ce critère est incontestable. Elle peut dépendre de la culture
de l’individu, de son vécu, de ses attentes, de ses valeurs sociales, de son environnement, etc.

Le caractère dynamique de la HRQoL

Ce critère est aussi caractérisé par une variabilité intra-individuelle. Après un intervalle de
temps suffisant un même individu peut évoluer et évaluer son niveau de QdV de façon diffé-
rente même s’il n’a pas objectivement changé. En effet, l’état moral, l’intensité des symptômes
subis et les expériences de vie durant les dernières semaines peuvent influencer la sensibilité
de l’individu et son jugement vis-à-vis de sa QdV.

4.3.1 Mesure de la HRQoL par auto-questionnaires

Les données de QdV sont obtenues à partir de questionnaires (cf. les annexes C et D) remplis
par les patients eux mêmes à différentes visites durant leur traitement. L’outil de mesure de
la QdV est donc un auto-questionnaire. Il peut comporter plusieurs questions pour une même
dimension du concept. Techniquement, on dit qu’une dimension est “indirectement mesurée
par plusieurs items”. Ces items sont élaborés de manière à être clairement compréhensibles
et à limiter la variabilité d’interprétation. Chaque item comporte un ensemble de réponses
binaires ou polytomiques parmi lesquelles le patient doit cocher. Pour le cas des réponses
à choix polytomique, les catégories de réponses sont ordonnées d’un extrême à l’autre. Le
nombre de catégories n’excède jamais 7 et peut donc être pair ou impair. La construction est
réalisée de manière à ce que lorsque l’on souhaite forcer le sujet à prendre position, le nombre
de modalités que propose l’item est pair. Lorsqu’il est impair, la réponse médiane est alors
neutre. Ces différentes catégories de réponses sont associées à des valeurs numériques entières
à partir desquelles un score est établi pour chacune des dimensions du questionnaire.
Plusieurs questionnaires ont été construits, mais dans le domaine de l’oncologie, seuls deux
types d’entre eux se distinguent. Pour l’Europe, il existe ceux développés par l’EORTC (Euro-
pean Organization of Research ant Treatment of Cancer) et pour l’Amérique, ceux du groupe
FACT.

4.3.2 Évaluation de la HRQoL

En Europe, le questionnaire de référence dans le domaine de la cancérologie est l’EORTC
QLQ-C30 (nommé simplement QLQ-C30 pour la suite de la rédaction). Il en existe plusieurs
versions. Celle qui est recommandée par le groupe EORTC aujourd’hui est la 3.0 (cf. Annexe
C). Elle a été vérifiée et validée au niveau psychométrique dans 81 langues afin d’accrôıtre son
utilisation et de permettre une comparaison des résultats issus de différentes études. Ses items
et dimensions sont respectivement au nombre de 30 et 15. Ses dimensions sont organisées en
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une dimension statut global de santé et deux familles de dimensions : l’une liée aux symptômes
et l’autre aux fonctions physiques. Sa structure est illustrée figure 4.2.

Figure 4.2 – Structure du questionnaire EORTC QLQ-C30.

Les différentes dimensions fonctionnelles sont les suivantes : “physique”,“personnelle” (concer-
nant les activités quotidiennes, professionnelles ou de loisir), “émotionnelle”, “cognitive” (liée
à la concentration et la mémoire) et “sociale”. Parmi elles, celle qui compte le plus d’items
est la dimension physique. Le nombre d’items a été choisi lors de la construction du question-
naire en fonction de la complexité de la notion voulant être mesurée et du degré de précision
attendu.
La famille de dimensions symptomatiques comporte les suivantes :“fatigue”,“nausée et vomis-
sements”, “douleur”, “dyspnée” (difficulté respiratoire, essoufflement), “insomnie”, “anorexie”,
“constipation”, “diarrhées”, “difficultés financières”.
Les items 1 à 28 comportent 4 modalités de réponses, telles que : 1 pour “pas du tout”, 2
pour “un peu”, 3 pour “assez” et 4 pour “beaucoup”. Les items 29 et 30 dont est composée la
dimension statut global de santé, sont constitués de 7 modalités de réponses allant de 1 pour
“très mauvaise” jusqu’à 7 pour “excellente”.
Suivant les cancers, le questionnaire QLQ-C30 dit “générique” est complété par un question-
naire supplémentaire. Pour le cancer du sein, le QLQ-C30 est complété par le questionnaire
spécifique EORTC QLQ-BR23 (cf. Annexe D). Il permet l’évaluation de 8 dimensions supplé-
mentaires que sont d’une part : “image corporelle”, “fonctionnement sexuel”, “plaisir sexuel” et
“perspectives futures”, pour la famille de dimensions fonctionnelles ; et d’autre part : “symp-
tômes liés au traitement”, “symptômes liés au aux seins”, “symptômes liés au bras” et “l’in-
quiétude liée à la perte de cheveux”, pour la famille de dimensions symptomatiques.
Pour permettre l’étude de la QdV, les réponses aux questionnaires sont récoltées et les données
obtenues sont pré-traitées. Tout d’abord, le pré-traitement a lieu à l’échelle des dimensions.
À partir des réponses aux items de chacune d’entre elles, un score est obtenu. Il est calculé
par la somme des valeurs des modalités cochées par le patient pour la dimension en question.
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Pour chacun de ces groupements de J items, on parle “score-somme” S calculé comme suit :

S =
J∑
j=1

Y (j) (4.1)

où Y (j) est la réponse à l’item j ∈ J1, JK. Pour permettre la comparaison de score-somme pro-
venant de questionnaires différents, celui-ci est standardisé de manière à ce que les différentes
valeurs qu’il puisse prendre soient comprises entre 0 et 100.
Bien sûr les problèmes classiques de données manquantes peuvent être rencontrés, mais ils
ne seront pas abordés ici. Dans le cadre de ce type de données de QdV récoltées au cours du
temps de suivi des patients, un phénomène dit de “response shift” peut avoir lieu. Il traduit le
processus d’adaptation du patient à la toxicité des traitements mais aussi son acceptation de
la maladie. La conséquence est qu’un biais peut apparâıtre lors de l’analyse. Mais de manière
similaire, ce problème ne sera pas développé. D’ailleurs, il ne sera pas non plus pris en compte
dans la modélisation proposée par la suite lors de l’analyse de la QdV.

4.3.3 Analyse longitudinale classique de la HRQoL

En cancérologie, actuellement l’analyse longitudinale de la HRQoL est réalisée sur des données
brutes pré-traitées. Pour un individu et une dimension fixés, les données catégorielles récoltées
sont transformées en une valeur numérique allant de 0 et 100, nommée score de HRQoL.
Cette technique suppose que le score est une bonne représentation de la dimension latente à
un erreur de mesure ε près. Elle se nomme CTT (Classical Test Theory) ou l’“approche du
vrai score” et est fondée sur l’étude des scores S obtenus par l’intermédiaire des réponses aux
items. Le modèle linaire mixte étant l’un des outils les plus classiques utilisés, il sera présenté.

Pré-traitement des données par procédure de scoring

Selon les recommandations de l’EORTC, en Europe, lors des essais cliniques des scores-
sommes standardisés S sont calculés pour chaque dimension des auto-questionnaires. La for-
mule utilisée dépend de la famille à laquelle appartient la dimension. Lorsque sa famille est
symptomatique, les scores-sommes standardisés sont calculés par la formule :

S =

(
1

J

J∑
j=1

Y (j)

)
− 1

M − 1
× 100 (4.2)

où J est le nombre d’items à M modalités de réponses pour une dimension donnée et Y (j) la
j-ème réponse cochée par le patient associée au j-ème item de la dimension en question.
En revanche, pour une dimension appartenant à la famille fonctionnelle, la formule de calcul
des scores-sommes est :

S =

1−

(
1

J

J∑
j=1

Y (j)

)
− 1

M − 1

× 100 (4.3)

Cette dernière formule permet de “symétriser” les échelles de réponses des dimensions fonc-
tionnelles vis-à-vis des symptomatiques. Le but est qu’un score élevé (resp. faible) corresponde
à une bonne (resp. faible) capacité fonctionnelle (physique, sociale...) mais aussi à un faible
(resp. haut) niveau de symptômes (fatigue, douleur...) subis. Ainsi, un score élevé reflète un
bon niveau de QdV et vice et versa. Cette méthode de pré-traitement des données brutes des
auto-questionnaires s’appelle procédure de scoring.
La réalisation de cette dernière sur des données brutes de QdV permet de donner à la nature
catégorielle des dimensions une allure de variable quantitative continue. Les questionnaires
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étant complétés à différents temps de suivi pour un même patient, les jeux de données obtenus
donnent accès à des données répétées permettant une analyse longitudinale de la HRQoL.

L’outil Modèle linéaire mixte (L2M)

Actuellement, les modèles linéaires mixtes (Linear Mixed Models, LMM ou L2M) font par-
tie des outils les plus classiquement utilisés pour l’analyse longitudinale de la HRQoL. Ils
permettent deux niveaux de lecture des données répétées : un niveau global commun à tous
les individus et un niveau individuel. Ces niveaux se traduisent respectivement par les effets
fixes et les effets aléatoires. Ainsi, les paramètres des effets fixes sont communs à l’ensemble
des individus et ceux des effets aléatoires varient d’un individu à l’autre. La puissance de cet
outil est dans la séparation de la variance totale en deux parties : la variance due aux effets
aléatoires et celle affectée aux erreurs de mesure. De manière générale, ce type de modèle se
formalise par :

Y = Xβ + Uξ + ε (4.4)

où,

— Y est le vecteur aléatoire de longueur n à expliquer ;

— Xβ est la partie fixe du modèle avec X la matrice d’incidence connue de dimension
n× p et β le vecteur de longueur p des paramètres inconnus des effets fixes ;

— Uξ est la partie aléatoire telle que U est la matrice d’incidence connue de dimension
n×q et ξ est le vecteur de longueur q des effets aléatoires. Ce vecteur se décompose en L
effets aléatoires considérés dans le modèle tel que ξ′ =

(
ξ1
′, . . . , ξ`

′, . . . , ξL
′). Pour tout

` ∈ J1, LK, l’effet aléatoire ξ` est de longueur q` et on obtient q =
L∑̀
=1

q`. La matrice U est

quant à elle pour tout ` ∈ J1, LK, la concaténation de matrices d’incidence sous-jacentes
U` de dimension n× q` tel que U =

[
U1, . . . , U`, . . . , UL

]
.

— ε est le vecteur aléatoire de longueur n.

Les hypothèses de ce modèle sont :

— les effets aléatoires ξ` suivent une distribution gaussienne centrée de matrice de variance-
covariance σ2`Γ` où Γ` est une matrice connue et de dimension q` × q` ;

— les effets aléatoires sont deux à deux indépendant et ξ suit une gaussienne centrée de

matrice de variance-covariance Γ = diag
{
σ2`Γ`

}
;

— pour i une observation, εi ∼ N
(

0, σ2ε,i

)
;

— ε et les effets aléatoires ξ` sont mutuellement indépendants.

Pour i un individu et v le numéro de la visite au cours du temps de suivi, le modèle linéaire
mixte pour l’étude longitudinale d’une dimension de HRQoL représentée par son score S
s’écrit : {

Siv = αiv + εiv
αiv = Xivβ + Uivξi

(4.5)

où, αiv est la dimension latente de HRQoL associée à son score Siv pour l’individu i et la
visite v et ξi sont les effets fixes spécifiques aux individus.
Au delà de la décomposition de la variance totale du modèle en deux parties, l’avantage de
cette modélisation est de permettre d’étudier l’évolution de la variable réponse S au cours
du temps (i.e : les visites v), et de la comparer entre deux groupes (par exemple un groupe
sous le traitement testé et un groupe sous placebo). La partie fixe du modèle décrit une
tendance moyenne de l’évolution au cours du temps alors que la partie aléatoire représente
les tendances spécifiques à chaque individu i. Plus particulièrement à l’analyse longitudinale
de la HRQoL, une modélisation du score S où deux groupes G0 et G1 sont différenciés par
une fonction indicatrice peut être la suivante :
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{
Siv = αiv + εiv
αiv = β0 + ξi,0 + β11i∈G0 + t(β2 + β31i∈G0 + ξi,1

(4.6)

où,

— t est le temps en abscisse dont les valeurs disponibles sont associées aux visites v ;

— β0(resp. β0 + β1) est l’intercept du groupe de référence G0 (resp. du groupe G1) ;

— β2 (resp. β2 + β3) est la pente du groupe de référence G0 (resp. du groupe G1) ;

— pour chaque individu i, ce modèle distingue deux effets aléatoires ξi,0 et ξi,1 tels que
ξi = (ξi,0, ξi,1)

′ afin de décrire les tendances spécifiques à chaque individu i par deux
paramètres respectivement associés à l’ordonnée à l’origine et la pente.

Ainsi, ξi,0 permet de tenir compte du fait que les individus n’ont pas le même niveau de
HRQoL au début de l’étude (t = 0) alors que ξi,1 représente les évolutions de la HRQoL au
cours du temps de chaque individu. Les évolutions peuvent en effet être différentes suivant les
individus ou les groupes d’individus. Les évolutions de la HRQoL sont supposées linaires par
ce modèle (4.6) mais le caractère dynamique de la HRQoL n’est pas nécessairement linéaire.
Des modélisations polynomiales ou linéaires par morceaux peuvent être envisagées. En terme
d’interprétation clinique, une modélisation linéaire par morceaux présenterait l’avantage de
mettre en évidence des périodes de changement d’évolution de la HRQoL.
Parmi les limites de la méthode d’analyse longitudinale de la HRQoL présentée il y a la
modélisation du score par dimension. On aboutit alors à 15 modélisations par L2M et 15
analyses longitudinales. Le nombre de tests en est alors d’autant multiplié en pratique. Bien
qu’il arrive que des connaissances a priori sur le traitement testé permettent de se focaliser
sur une dimension ou un groupe de dimensions lors de l’analyse principale de la HRQoL,
une approche d’étude globale de la HRQoL est proposée dans la section suivante pour pallier
l’inconvénient de multiplicité des tests.

4.4 Une analyse longitudinale de la HRQoL en deux étapes

4.4.1 Introduction

L’objectif étant de tenir compte de l’aspect multidimensionnel et longitudinale de la HRQoL,
l’approche présentée combine à la fois une modélisation par équation structurelle à facteurs
et un modèle linéaire mixte. Au vu de la structure du questionnaire, dans une première étape
la méthode estime à chaque visite un même modèle à une équation structurelle à facteurs
avec un facteur résumant la famille de dimensions fonctionnelles et un second résumant la
famille de dimensions symptomatiques. Puis dans une seconde étape, l’analyse longitudinale
de la HRQoL par L2M est réalisée, où la dimension statut global de santé est choisie comme
variable réponse représentative de la HRQoL globale des patients. Les facteurs reconstruits
pour chacune des visites lors de la première étape sont concaténés et injectés dans le L2M,
ce qui contribue à la globalité de l’analyse longitudinale de la HRQoL. Le modèle linéaire
mixte prendra en compte l’effet individu (effet aléatoire) et l’effet traitement (effet fixe). Cette
approche est possible par la maximisation de la vraisemblance de chaque modèle structurel
par l’approche EM proposée dans ce travail de thèse. Elle donne une estimation des facteurs
de manière efficace et permet ainsi de les introduire dans le modèle linéaire mixte de la
seconde étape. Cette technique en 2 étapes est développée sous le logiciel R et illustrée sur
des données d’un essai clinique en cancérologie. Bien que cette approche soit détaillée dans
l’article soumis et inséré à la fin de la section, elle est brièvement introduite.

4.4.2 Première étape : analyse transversale

Le modèle structurel proposé est issu de la décomposition du questionnaire QLQ-C30 qui
distingue un groupe de dimensions fonctionnelles, un groupe de dimensions symptomatiques
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et une dimension statut global de santé. La structure de ce questionnaire suggère une mo-
délisation à deux facteurs f1 et f2 qui quantifient et résument respectivement les statuts
fonctionnels et symptomatiques pour tous les individus. f1 et f2 sont respectivement liés au
groupe de variables observables fonctionnelles X1 et symptomatiques X2. Ces liaisons sont
formalisées par des équations dites de mesures (cf. (4.7a), (4.7b)). Les facteurs f1 et f2 sont
aussi liés à la variable statut global de santé, notée y. Elle est expliquée par les facteurs, ce qui
se traduit par des liaisons formalisées par une équation structurelle (cf.(4.7c)). La concaténa-
tion des équations de mesures et de l’équation structurelle forme un système d’équations qui
aboutit au modèle structurel construit à chaque temps de suivi (cf. (4.7)). Chacune de ces rela-
tions de dépendance peut être enrichie par une dépendance supplémentaire aux covariables T ,
T 1 et T 2 telles que le traitement par exemple. En outre, l’ensemble des variables observables
sont quantitatives. Les données résultant des questionnaires subissent un pré-traitement selon
la procédure de scoring (Fayers et al., 2001).

Un modèle multi-blocs à facteurs à une équation structurelle

Les données sont organisées sous forme de groupes de variables observables décrivant les
mêmes n individus :
Xm = {xj,mi } ; i ∈ J1, nK, j ∈ J1, qmK, m ∈ J1, 2K la m-ième matrice explicative de dimension
n× qm constituée des variables x1,m, . . . , xqm,m. La valeur de la variable xj,m pour l’individu
i est notée xj,mi .
y = {yi} ; i ∈ J1, nK, est le vecteur de longueur n représentant la variable observable dépen-
dante des facteurs f1 et f2.
T (resp. T 1, T 2) de dimension n× rT (resp. n× r1, n× r2) sont les matrices de covariables.
Soient d (resp. Dm) un vecteur rT×1 (resp. une matrice rm×qm) de coefficients pondérateurs,
am un vecteur qm × 1 de coefficients pondérateurs, et εy (resp. εm) un vecteur des erreurs
n× 1 (resp. une matrice des erreurs n× qm) associées à y (resp. Xm). Le modèle peut alors
être formulé ainsi : 

X1 = T 1D1 + f1a1
′
+ ε1 (4.7a)

X2 = T 2D2 + f2a2
′
+ ε2 (4.7b)

y = Td+ f1c1 + f2c2 + εy (4.7c)

où les éléments de la première colonne des matrices de covariables T et Tm sont fixées à
1. Ainsi, d et la première ligne de chaque matrice Dm correspondent aux paramètres de
moyennes. On y adjoint sous contraintes d’identifiablité, les hypothèses suivantes :
Les n observations sont indépendantes ; εyi ∼ N (0, σ2y) ; ∀m ∈ J1, 2K : εmi ∼ N (0, ψm), où
ψm = diag(σ2m) ; εy et εm sont indépendants ∀m ∈ J1, 2K ; ∀m ∈ J1, 2K : fm ∼ N (0, In) avec
f1, f2 indépendants et εy, εm, fm, ∀m ∈ J1, 2K sont mutuellement indépendants. Nous faisons
aussi les hypothèses que ∀m ∈ J1, 2K les variables observées Xm (par exemple xmj , j ∈ J1, qpK)
dépendent linéairement du facteur fm et des covariables Tm, conditionnellement auxquelles
ils sont indépendants ; y dépend linéairement des facteurs f1 et f2 et de la covariable T .
Ce modèle à une équation structurelle est établi pour chaque temps de suivi et pour i une
observation, le modèle peut être formulé selon le système d’équations suivant :

x1i
′

= t1i
′
D1 + f1i a

1′ + εi
1′

x2i
′

= t2i
′
D2 + f2i a

2′ + εi
2′

y′i = ti
′d+ f1i c

1 + f2i c
2 + εi

y ′
(4.8)

La figure 4.3 représente son diagramme.

Estimation du modèle et des facteurs à chaque visite par l’approche EM

La méthode par algorithme EM présentée au chapitre précédent est utilisée pour esti-
mer les facteurs f̃mi pour chaque individu i en plus des paramètres θ du modèle, où
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Figure 4.3 – Diagramme du modèle structurel induit par la décomposition du QLQ-C30 à chaque
temps de suivi.

θ = {d,D1, D2, a1, a2, c1, c2, σ2y , σ
2
1, σ

2
2}.

Dans le cadre de l’analyse transversale, le modèle (4.7) est établi à chaque visite v. Puis par
la méthode d’estimation fondée sur EM, pour chacune des visites v, les estimations des fac-
teurs f̃1v et f̃2v en plus des estimations des paramètres sont obtenues. Alors, la concaténation
de la variable statut global de santé et des estimations des deux facteurs sur l’ensemble des
temps de suivi permet de passer à l’étude longitudinale des données. Ainsi, au lieu d’analyser
la HRQoL dimension par dimension de manière indépendante, on injecte les deux facteurs
estimés dans le modèle linéaire mixte. L’analyse longitudinale devient alors globale.

4.4.3 Seconde étape : analyse longitudinale par modèle linéaire mixte

L’analyse longitudinale est réalisée via un modèle linéaire mixte. Le but est d’étudier l’évo-
lution au cours du temps de suivi de la HRQoL représentée par les mesures répétées yiv de
la variable statut global de santé lors de la visite v pour un individu i. Celles-ci sont décrites
par un modèle linéaire mixte standard formalisé comme suit :

yiv = µ+ x′ivβ + u′iξi + εiv, (4.9)

où, µ est l’intercept ; β le vecteur des effets fixes ; xiv le vecteur “design” contenant les esti-
mations des facteurs f̃mv obtenues par la procédure précédente et d’autres covariables ; ξi le
vecteur des effets aléatoires individuels tel que ξ ∼ N (0, Γ) où Γ est la matrice de covariance,

ui le vecteur “design” et εiv ∼ N
(

0, σ2ε,i

)
sont les termes d’erreurs.

Les deux principaux avantages de cet outil sont de prendre en compte la variabilité induite
par les données répétées dans le temps pour un même patient i et de quantifier la part
d’information apportée par les variables explicatives.

4.4.4 Application à des données réelles issues de l’essai clinique CO-HO-RT

Une application sur des données réelles de QdV issues de l’essai clinique CO-HO-RT (Az-
ria et al., 2010) est présentée dans l’article et complétée par son analyse longitudinale. Le
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contexte est celui d’une étude de phase 2 randomisée évaluant les toxicités cutanées d’un
traitement par radiothérapie-létrozole concomitant ou radiothérapie suivie par létrozole en
situation adjuvante (postopératoire) de cancer du sein. Le nombre d’observations par visites
(questionnaires entièrement remplis) pour un total de 121 patientes restantes est variable
au cours du temps de suivi. Le tableau suivant récapitule le nombre nv d’observations i
disponibles en fonction des 8 visites v.

Visite v (mois) 0 3 6 12 15 18 21 24
nv 113 106 102 100 102 84 91 90

Dans le cadre de ces données, l’effet du type de traitement est étudié sur l’évolution de la
HRQoL au cours du temps de suivi des patientes. Pour ce faire, dans un premier temps des
modèles structurels avec covariables sont établis puis estimés. Ensuite à chaque visite les
facteurs estimés f̃1v sont comparés entre eux puis f̃2v entre eux. Les résultats obtenus sont
qu’aucun des deux types de traitements reçus par les patientes n’a d’effet significatif sur leur
QdV.
Lors de la seconde étape, une procédure de sélection de modèle au sens du BIC a aussi été
réalisée. La procédure a retenu le modèle suivant :

yiv = α+ β1f̃1iv + β2f̃2iv + ξi + εiv

À partir de ce modèle un intérêt a été porté à la part d’information contenue par les différents

éléments le composant. Le résultat est que le facteur fonctionnel f̃1 explique deux fois plus le

statut global de santé que le facteur symptomatique f̃2. Mais cela est à pondérer par la forte
corrélation existante entre les deux facteurs : la présence des deux facteurs dans le modèle a
du sens.

4.4.5 L’article soumis
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1 Introduction

1 Introduction

The study of the quality of life concerns a lot of research domains such as social and
medical sciences. The subjective, multidimensional and dynamic features of this concept
makes it difficult to measure and analyze. Nowadays, the measure of the concept has be-
come relatively standard through the use of specific psychometric questionnaires which
take all the features into account. Indeed, this kind of questionnaire decomposes the
concept into several (sub-)dimensions measured through a grouping of one or several
objective questions, called items. The patient-reported outcomes are increasingly used to
support decision making aiming at clinical benefits. In oncology, the health-related qua-
lity of life (HRQoL) endpoint is essentially to improve patients’ care and better evaluate
the impact of treatments on their everyday life1. The HRQoL could be considered a pri-
mary endpoint in certain situations like geriatric or palliative situations. In Europe, the
questionnaires are developed by the European Organization for Research and Treatment
of Cancer (EORTC). The standard one is the EORTC QLQ-C302 and it decomposes the
HRQoL into five functional dimensions, nine symptomatic dimensions and the Global
Health Status (GHS). In clinical trials, patients fill out the generic HRQoL questionnaire
on every visit : inclusion, during the treatment and the follow-up. The repeated measure-
ments over time give the longitudinal aspect of their HRQoL level for each dimension.

If the measurement tools are similar across the application fields, there is a strong
heterogeneity as to the statistical model used for the longitudinal analysis3–5. The item
responses are built from a Likert scale and then the analyses are performed on dimen-
sions (multiple-item ordinal data). In literature, two of the key statistical approaches are :
the item response theory (IRT) and the classical test theory (CTT)6;7. In the former ap-
proach, the IRT models take into account the raw data directly8–11. The corresponding
models are generalized linear mixed models for ordinal data with specific parametrization
of the linear predictor. The main assumption is that there exists an unidimensional latent
variable that contains all of the information which is common to each item12 (multidi-
mensional responses). The distinction between the responses relative to different items
is made through item parameters in the linear predictor. This kind of models has lot of
success in the psychometric and social fields and its interest is growing in the medical
domain. Not only does it offer the advantage of taking into account the raw data, but
it also allows to further analyze every specific item13. The second approach is based on
score-study. The use of a scoring procedure by dimensions is required. The underlying
philosophy is that the score is close to the real concept level up to some error. The use of
a quantitative summary variable is common practice because so far, classical statistical
methods for quantitative variables are more powerful and easier to implement and inter-
pret than those conventionally applied to qualitative variables14. The associated classical
model is the Linear Mixed Model (LMM) which allows to take into account the influence
of both covariates and the variability within data through random effects. The IRT ap-
proach is scientifically more rigorous and informative than the score-study one5;13, but
the comparison studies did not show different conclusions across the different kind of
mixed regression models used4. In this paper, we focused on score-study for the HRQoL
analysis in oncology medical research.

Nowadays, the HRQoL study is being carried out through an independent analysis
on each HRQoL dimension. However, this leads to a problem of multiple testing and even
more so if supplementary modules by cancer location are used adding other specific func-
tional and symptomatic dimensions. Indeed, the influence of each covariate is tested for
each HRQoL dimension separately. A way to get around that in the clinical trials is to take
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into account only some specific HRQoL dimensions and not all of them, the choice of the
dimensions depending from pathology and their clinical pertinence for the trial. The GHS
is always included in the chosen dimensions.

In questionnaire-data study in medical research, the use of models involving latent va-
riables is common practice15;16. This began with IRT models and structural equation mo-
deling has picked up momentum over time17;18, in particular for the HRQoL study19;20.
A structural equation model formalizes the dependence links of observed numeric va-
riables through fewer unobserved ones, call latent variables. Every latent variable is assu-
med to be underlying a specific set of observed variables and summarize its information.
Literature widely presents two competing families of methods that deal with structural
equation models : factor-methods and component-methods. The first family is based on
maximum likelihood estimation and was first developed by Jöreskog21 and implemented
in the LISREL software. This method terms factors as latent variables merely assumed to
be standardized normal and reflected by the observed variables. Besides, they base the
estimation of their parameters (linear predictor coefficients and error-variances) on the
structure of the covariance matrix of the data according to the model. But, they don’t es-
timate the values of the factors. The component-methods family was initially developed
by Wold and named PLS (for Partial Least Squares)22–24. This approach assumes that each
latent variable is a component, i.e a linear combination of the corresponding observed
variables. This assumption, stronger than the mere distribution assumption on factors,
allows to easily estimate the latent variable. In many areas, it is of essence to be able to es-
timate the value of latent variables on subject units, since these values allow to efficiently
analyze their disparities on a reduced number of dimensions. Therefore, we are interested
in estimating these values but without the component constraint. So, we developed a new
approach25 based on an EM-algorithm estimation of a structural equation model. In this
approach, the structural equation model parameters and the factors values are estimated
with only a normal-distribution assumption on factors.

In this work, we propose a global approach taking into account the multidimensional
nature of data at each time and the longitudinal aspect induced by these repeated mea-
sures. The aim is to explain the GHS (representing the general concept of the HRQoL)
using the information from all HRQoL functional and symptomatic dimensions as well as
additional explanatory variables. To link all observations made at a given time, a structural
equation model is used on data after a pre-treatment carrying out the scoring-procedure
proposed by EORTC26. The EM algorithm27 is used to estimate the model parameters
and factors. On the other hand, the longitudinal aspect is treated through the LMM in
the same way as for the above-mentioned CTT approach. The latent variables estimated
through the previous structural equation models at all times are taken into account in the
same way as other observable variables which can influence the HRQoL evolution. The
first section presents the methodology details of the first step, associated with the struc-
tural equation models. Then, the second section shows the LMM in this specific context.
Finally, this new approach is demonstrated on real data from cancer clinical data.

2 A specific structural equation model for transversal way

A structural equation model has two types of equations, named measurement equa-
tions and structural equations. Each measurement equation relates a latent variable to
the corresponding set of observed variables. A structural equation formalizes an assumed
relationship between latent variables. In this part, the data feeding the structural model
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2 A specific structural equation model for transversal way

are taken at a specific time. The construct of the structural model proposed in this section
results from the EORTC QLQ-C3026 decomposition, which differentiates the functional
dimension family, the symptomatic dimension family and the GHS.

This decomposition suggests a model built upon two factors f 1 and f 2 that quantify
and summarize respectively the individual’s overall functioning health (functional status)
and the individual’s overall symptomatic health (symptomatic status). Thus, f 1 and f 2

are respectively linked to the observed functional variables family X1 and the observed
symptomatic variables family X2, which respectively reflect the functional status and the
symptomatic status. More precisely, X1 and X2 are quantitative observed variables obtai-
ned from the responses to the questionnaire after performing a scoring procedure. Be-
sides, f 1 and f 2 explain the quantitative observed variable y (GHS) obtained after the
scoring procedure.

2.1 The model and notations

The data consists in blocks of observed variables describing the same n subjects. We
consider the following data-matrices and denote :

Xm = {x j ,m
i } ; i ∈ J1,nK, j ∈ J1, qmK, m ∈ J1,2K is the n ×qm matrix coding the mi eth expla-

natory block of observed variables x1,m , ..., xqm ,m . The value of variable x j ,m for subject i

is denoted x j ,m
i . Variable-blocks refer the corresponding matrices.

y = {yi } ; i ∈ J1,nK, is the n-length vector 1 coding the observed variable depending on fac-
tors f 1 and f 2.
T (resp. T1,T2) refers to a n × rT (resp. n × r1, n × r2) matrix of covariates.
We assume that :

— The n subjects, hence the rows of vector y and matrices X1,X2 are independent and
are multivariate normal vectors.

The structural equation model we handle here consists of three equations and is used to
construct the factors f̃ 1, f̃ 2 for each visit. It is graphed on Figure 1.

As formerly mentioned, for each equation of this model, each observed variable in a
block is expressed as a linear combination of the corresponding factor ( both factors for
y), the covariates and some noise. Hence, the model :





X1 = T1D1 + f 1a1′+ε1 (1a)

X2 = T2D2 + f 2a2′+ε2 (1b)

y = Td + f 1c1 + f 2c2 +εy (1c)

The corresponding equation set, for a given subject i , reads :





x1
i
′

= t 1
i
′
D1 + f 1

i a1′+εi
1′

x2
i
′

= t 2
i
′
D2 + f 2

i a2′+εi
2′

y ′
i = ti

′d + f 1
i c1 + f 2

i c2 +εi
y ′

(2)

where d (resp. Dm) is a rT × 1 (resp. rm × qm) parameter matrix, am a qm × 1 parameter
vector, and εy (resp. εm) an n ×1 (resp. n ×qm) measurement-error matrix.
We impose that the first column of T as well as of each Tm matrix is equal to the constant

1. It is possible to easily generalize the n-length vector y to a matrix Y (n ×qY) of qY observed variables
explained by the factors.
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2.2 Estimation using the EM estimation method

FIGURE 1 – Diagram of the structural equation model considered from the QLQ-C30 decomposi-
tion

vector having all elements equal to 1. Thus, d and the first row of each Dm contains mean-
parameters.
The main assumptions of this model are the following :
As far as distributions are concerned, we assume that :

— ε
y
i ∼ N (0, σ2

y ) ;

— ∀m ∈ J1,2K : εm
i ∼ N (0, ψm), where ψm = di ag (σ2

m) ;

— εy and εm are independent ∀m ∈ J1,2K.

As to the factors, we assume that :

— ∀m ∈ J1,2K : f m ∼ N (0, In) with f 1, f 2 independent ;

— In each block ∀m ∈ J1,2K the observed variables Xm (e.g. xm
j , j ∈ J1, qpK) depend

linearly on the block’s factor ( f m) and a block of extra-covariates (e.g. Tm), condi-
tional on which they are independent. The covariates are useful to test a treatment,
typically ;

— y depend linearly on the factors f 1 and f 2 and an extra-covariate vector T ;

— εy , εm , f m , ∀m ∈ J1,2K are mutually independent.

2.2 Estimation using the EM estimation method

The EM estimation method has been proposed in chapter 3 to estimate structural mo-
dels. It is based on the EM likelihood-maximization algorithm27, which allows to estimate
not only the coefficients of the model, but also the values of its factors at unit-level. The
idea of this approach is to consider factors as missing data, which EM allows to estimate.
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2 A specific structural equation model for transversal way

The complete log-likelihood function

Let z = (y,X1,X2) be the observed variables and h = ( f 1, f 2) the factors. The EM algorithm
is based on the log-likelihood associated with the complete data (z,h). Let p(z,h;θ) de-
note the probability density of the complete data.

L (θ; z,h) = −1

2

n∑

i =1
{ln(σ2

y )+q1ln(σ2
1)+q2ln(σ2

2)

+σ−2
y (yi − ti d − f 1

i c1 − f 2
i c2)2

+σ−2
1 (x1

i −T1
i D1 − f 1

i a1)′(x1
i −T1

i D1 − f 1
i a1)

+σ−2
2 (x2

i −T2
i D2 − f 2

i a2)′(x2
i −T2

i D2 − f 2
i a2)

+ ( f 1
i )2 + ( f 2

i )2}+λ

Where λ is a constant and θ is the following K-dimensional set of parameters :

θ = {d ,D1,D2, a1, a2,c1,c2,σ2
y ,σ2

1,σ2
2}

Thus, we have :

K = 5+ rT +
2∑

m=1
qm(rm +1)

Estimation of the structural equation model

To maximize this function, in the framework of the EM algorithm, we have to solve :

Eh
z [
∂

∂θ
L (θ; z,h)] = 0 (3)

To make it, we need the derivatives of the log-likelihood function and the distribution phi
zi

of hi conditional on zi for each observation i ∈ J1,nK. Classically, the use of numeric me-
thods are needed, but we deal with Gaussian distributions in our specific case and this
causes phi

zi
to be an explicit conditional Gaussian distribution. Let us introduce the follo-

wing notations :

phi
zi

= N (Mi =

(
M1i

M2i

)
,Σ =

(
σ11 σ12

σ21 σ22

)
)

f̃ 1
i = Ehi

zi
[ f 1

i ] = M1i ; φ̃1
i = Ehi

zi
[( f 1

i )2] = (Ehi
zi

[ f 1
i ])2 +Vhi

zi
[ f 1

i ] = M1
2
i +σ11

f̃ 2
i = Ehi

zi
[ f 2

i ] = M2i ; φ̃2
i = Ehi

zi
[( f 2

i )2] = (Ehi
zi

[ f 2
i ])2 +Vhi

zi
[ f 2

i ] = M2
2
i +σ22

Thus, when we follow the same procedure described in Bry et al25. We obtain ∀m ∈
{1,2} the following system characterizing the solution of (3) :
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2.2 Estimation using the EM estimation method

âm = [ f̃ m xm −xm t m ′(t m t m ′)−1 f̃ m t m][φ̃m − f̃ m t m ′(t m t m ′)−1 f̃ m t m]−1

D̂m ′ = [xm t m ′− âm( f̃ m t m ′)][t m t m ′]−1

ĉ1 =
[y t ′(t t ′)−1 f̃ 1t − f̃ 1 y][ f̃ 2t ′(t t ′)−1 f̃ 2t − φ̃2]− [ f̃ 2t ′(t t ′)−1 f̃ 1t − (σ12 + f̃ 1 f̃ 2)][y t ′(t t ′)−1 f̃ 2t − f̃ 2 y]

[ f̃ 1t ′(t t ′)−1 f̃ 1t − φ̃1][ f̃ 2t ′(t t ′)−1 f̃ 2t − φ̃2]− [ f̃ 2t ′(t t ′)−1 f̃ 1t − (σ12 + f̃ 1 f̃ 2)][ f̃ 1t ′(t t ′)−1 f̃ 2t − (σ21 + f̃ 1 f̃ 2)]

ĉ2 =
[y t ′(t t ′)−1 f̃ 2t − f̃ 2 y][ f̃ 1t ′(t t ′)−1 f̃ 1t − φ̃1]− [ f̃ 1t ′(t t ′)−1 f̃ 2t − (σ21 + f̃ 1 f̃ 2)][y t ′(t t ′)−1 f̃ 1t − f̃ 1 y]

[ f̃ 1t ′(t t ′)−1 f̃ 1t − φ̃1][ f̃ 2t ′(t t ′)−1 f̃ 2t − φ̃2]− [ f̃ 2t ′(t t ′)−1 f̃ 1t − (σ12 + f̃ 1 f̃ 2)][ f̃ 1t ′(t t ′)−1 f̃ 2t − (σ21 + f̃ 1 f̃ 2)]

d̂ ′ = [y t ′− ĉ1 f̃ 1t ′− ĉ2 f̃ 2t ′][t t ′]−1

σ̂2
y =

1

n

n∑

i =1
{(yi − d̂ ′ti )2 −2(yi − d̂ ′ti )(ĉ1 f̃ 1

i + ĉ2 f̃ 2
i )+ (ĉ1)2φ̃1 + (ĉ2)2φ̃2 +2ĉ1ĉ2(σ12 + f̃ 1

i f̃ 2
i )}

σ̂2
m =

1

nqm

n∑

i =1
{||xm

i − D̂m ′t m
i ||2 +||âm ||2φ̃m

i −2(xm
i − D̂m ′t m

i )′âm f̃ m
i }

Algorithm

We index with [s] any value currently obtained on the si eth iteration of the algorithm.

1. Initialization 2 = choice of the initial parameter values θ[0].

2. Current iteration s ≥ 1, until stopping condition is met :

(a) E-step : with θ[s−1],

i. Calculate explicitly distribution phi
zi

for each i ∈ J1,nK.

ii. Estimate the factor-values f̃ m [s]
, m ∈ {1,2}.

iii. Calculate φ̃m [s]
, m ∈ {1,2}.

(b) M-step :

i. Update θ to θ[s] by injecting f̃ m [s]
and φ̃m [s]

, m ∈ {1,2} into the formulas of
(3).

3. We used the following stopping condition with the smallest possible ε :

K∑

k=1

|θ∗[s+1][k]−θ∗[s][k]|
θ∗[s+1][k]

< ε (4)

where θ∗ is the K - dimensional vector containing the values of all scalar parameters in θ.

2. In the initialization step, ∀m ∈ {1,2} we propose to obtain Dm [0] by multiple linear regression of Xm

on Tm . Then, to initialize the others parameter values, we compute each approximated factor f̃ m [0]
as the

first principal component of Xm −TmDm [0]. Then, we initialize am , σ2
m (resp. d , cm , σ2

y ) through a multiple

linear regression of Xm −TmDm [0] on f̃ m [0]
(resp. of y on T, f̃ 1

[0]
and f̃ 2

[0]
). In practice we use functions

lm() of R and PCA() of the package FactoMineR 28 R-package .
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3 A linear mixed model for longitudinal analysis

2.3 Tests and performances of the algorithm

In the case of a more general structural model, numerical results on simulated data
have been presented25. A data generation procedure was described and performed one
hundred times, each time yielding a set of simulated data matrices (Y, X1, X2) 3. Then for
each simulated data, an estimation routine with a threshold value ε = 10−2 was run. The
results showed that :

— Convergence was observed in almost all cases in less than five iterations.

— The estimations of the parameters θ and the factors were very close to their simula-
ted values.

The quality of estimations was measured through the absolute relative deviation between
each simulated scalar parameter in θ∗ and its estimation, averaged over the hundred si-
mulations, and through the averaged square correlations between simulated factors and
their estimations.
Then a sensitivity analysis was performed to investigate how the quality of estimations
could be affected by the number n of subjects and the number q of observed variables in
each block. The results were that :

— The sample size n proved to have more impact on the quality of parameter estima-
tion and factor reconstruction than the number of observed variables.

— The quality of factor reconstruction remained high for rather small values of n or q .
We advise to use a minimal sample size of n = 100 to obtain really stable structural
coefficients.

3 A linear mixed model for longitudinal analysis

As in the classical approach, the longitudinal step is performed via a LMM. The aim of
the second step is to assess the HRQoL evolution over time, where the GSH is explained
by the covariates and the estimated factors obtained in the first step. The response va-
riable consists of repeated measurements on the same subjects over time. For this kind of
analysis, the LMM methodology is classically used to take into account the dependence
of data from the same subject and to estimate the inter-subject variability. The global HR-
QoL longitudinal measures yi v at visit v for subject i are described by a standard linear
mixed model4;29 :

yi v = α+x ′
i vβ+u′

iξi +εi v , (5)

where

— α is the model intercept ;

— β is the vector of fixed effects and x i v the known design vector containing
f̃i v =

(
f̃ 1

i v , f̃ 2
i v

)
and others covariates ;

— ξi is the vector of subject-specific random effects such that ξi ∼N (0,Σ) whereΣ is
the covariance matrix, and ui is the known design vector ;

— εi v ∼N
(
0,σ2

ε

)
is the error term.

3. Where Y is a (n × qY) matrix generalizing the n-length vector in the case of qY ≥ 1 observed variable
explained by the factors.
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In the HRQoL assessment, two individual random effects are considered : the intercept
and the slope, as is classically done in longitudinal analyses on repeated measures by sub-
ject29;30. In the longitudinal analysis, the random intercept takes into account the variabi-
lity of the HRQoL perception specific to each patient, while the random slope is associated
with the variability between patients concerning the HRQoL evolution. For the fixed part
of the model, the factors f̃i v =

(
f̃ 1

i v , f̃ 2
i v

)
estimated at each visiting time are considered to

take into account the global symptomatic status and the global functional status of pa-
tients. It is thus possible to separate the effects of the two factors in explaining the global
evolution of the HRQoL. Moreover, covariates are also considered so as to study their in-
fluence on this evolution. The explanatory variables can be the same as those used on the
first step, but the interpretation differ between the two steps. In the first one, the covaria-
te’s influence at a given time is assessed, while in the second its influence on the evolution
of the dependent variable is assessed.

4 Application

The implementation of the approach is performed on HRQoL data from CO-HO-RT
clinical trial31. This is a randomized phase II trial with one hundred and forty nine breast-
cancer patients. The clinical trial aim was to compare two therapy programs with letrozole
associated with a radiotherapy. After surgery and chemotherapy, patients from the first
group (concomitant arm, n = 74) received some letrozole for two years and three weeks
after treatment began they started radiotherapy for five weeks. Patients from the second
group (sequential arm, n = 75) received the same treatments but the radiotherapy was
administered before the treatment by letrozole. For both groups, the measurement times
were every three months for two years.

At each time, the patients filled out the EORTC QLQ-C30 and the EORTC QLQ-BR23
questionnaires26. The latter questionnaire is specific to the breast-cancer and completes
the generic EORTC QLQ-C30, and the acronym of its specific dimensions begin by "BR"
for "breast". This complementary module adds eight specific HRQoL dimensions to the
breast-cancer study : four dimensions among the functional dimensions and four dimen-
sions among the symptomatic dimensions. The scoring procedure proposed by EORTC26

was used in this analysis. For each HRQoL dimension, a score was calculated as the ave-
rage of item responses which compose the dimension, and expressed on scale ranging
from 0 to 100. A score was considered missing data if more than half of the item responses
was missing. In this application, three dimensions (sexual functioning, sexual enjoyment,
upset by hair-loss) were not considered because of too much missing data (over fifty to
the whole sample).

4.1 Transversal analysis, reconstruction of factors

In this section, we aim at modeling the Global Health Status from the others variables
on each visit, while reducing the dimension of the data. In this transversal step, only pa-
tients who have a measured score for each HRQoL dimension are considered in the struc-
tural equation model (1). The dependent variable y is the Global Health Status variable.
Our model is built on a conceptual grouping of functional dimensions and symptomatic
dimensions, suggested by the EORTC QLQ-C30 construction. For each visit, a Principal
Component Analysis (PCA) of each dimension family illustrated the bundle organization
and thus the grouping (Figure 2 at the baseline). On all visits, 121 different patients were
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4 Application

(a) Functional block (b) Symptomatic block

FIGURE 2 – Correlation-scatterplots yielded by the PCAs of the X1 and X2 at the baseline.

considered and the number of patient taken into account at each visit was between 84 and
113 (Table 1). The number of iterations needed for the algorithm to converge did not ex-
ceed 64 for every measurement time. As for the convergence time, one second was always
enough to estimate the model.

TABLEAU 1 – Details associated with the structural model estimation for each measurement time
(visit) : sample size, number of iterations and time to convergence. A total of 121 patients have
completed the questionnaires to have at least one score for each considered HRQoL dimension.

Visit v (in month)
0 3 6 12 15 18 21 24

Sample size (nv ) 113 106 102 100 102 84 91 90
Number of iterations 34 50 58 45 56 59 64 62
Time (s) 0.42 0.79 0.83 0.71 0.58 0.80 0.50 0.49

The main aim of the first step is the reconstruction of the functional and symptomatic
factors for each subject from their different scores. In the factor estimation, the group ef-
fect can be also taken into account in the structural model to explain the observed scores,
so we took the group as covariate in equations (1a), (1b) and (1c). The group-effect quan-
tifies the score difference between the two groups for each dimension at the conside-
red measurement times. The group covariate is defined so that value "0" corresponds to
the group receiving the concurrent radiotherapy and "1" to that receiving the sequen-
tial radiotherapy. The first step is also very useful in the descriptive analysis of HRQoL
scores. Indeed, each measurement equation allows to divide every HRQoL dimension
into a group-effect and a group-deflated factor. The estimations of their parameters for
each visit makes it possible, which can be well appreciated by clinicians. Indeed, the es-
timations give a short overview of covariates’ effects or mean scores, and of the HRQoL
evolution for each visit and specific HRQoL dimension. The transversal results may be a
real benefit for clinicians to study the consistency of estimated effects with the clinical
trail protocol. In our application for example, we may expect to a difference between the
two groups at the visits 1 month and 3 months. This makes possible to retrieve a quick
overview of studied data for a previous descriptive analysis.
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4.1 Transversal analysis, reconstruction of factors

For every measurement time, part of the results are showed in Tables 2, 3 and 4. They
give respectively the estimations of vector d and matrices D1 and D2 related respecti-
vely to equations (1c), (1a) and (1b). Two estimations are distinguished. Let g denote the
group-index,

(
µg

)
g =0,1 be the average scores of the two groups and δ = µ1 −µ0. Regar-

ding Table 2, the difference between the average scores of the two groups increased across
time. Indeed, the GHS score of the concurrent group is constant around 70 while the GHS
score of the sequential group (µ1 =µ0+δ) began to 70 and decreased from the visit at three
months.

TABLEAU 2 – For each measurement time, estimations of parameters p associated with vector d
from equation (1c) : intercept and treatment-group taken into account in each equation of model
(1).

Visit v (in month)
p 0 3 6 12 15 18 21 24
µ0 71.49 69.03 68.24 70.83 70.00 68.60 72.57 70.39
δ 0.98 -0.47 -1.74 -2.72 -1.41 -4.78 -5.90 -2.17

The results presented in Table 3 exhibit three general patterns across the visits. The
first one is that the average score for functional dimension is over 60 and for several di-
mensions, around 80. On the scale ranging from 0 to 100, this suggests the patients had
a relatively high perception of their functioning capacity. Secondly, if on the whole visits
did not present a difference between the two groups, for some visits the difference could
be clinically significant. Indeed, the visits which showed the greatest difference between
groups as to the functional dimensions are those at 12 and 21 months. For both, the HR-
QoL level of patients receiving the sequential radiotherapy was uniformly lower than that
of patients receiving the concurrent radiotherapy. For example, there is a difference of 5.48
points between the scores of the two groups for the physical functioning at 12 months, in
favor of the concurrent group. When comparing the functional dimensions, the best per-
ception appears to be that of the social functioning and the worst that associated with
future perspective. Finally, the average scores did not appear to change the measurement
times.

As for the symptomatic block, the results (Table 4) suggested similar conclusions as
for the functional block. The observed symptomatic scores are low (between 0 and 45 on
the 0-100 scale) that suggest a good level of HRQoL with few symptoms. The dimensions
with the worst symptomatic level are insomnia, fatigue and pain. Globally, the scores see-
med similar across groups whatever the visit, even if the visits at 3 months, 12 months and
21 months respectively presented scores relatively greater for patient receiving sequential
radiotherapy. On the whole, there was no difference between groups which could be ex-
plained by the administration method. A difference could be expected at three months
after starting (end of radiotherapy), but the difference was not conclusive.

As previously mentioned, the main aim is the estimation of the two unknown fac-
tors reflected by symptomatic and functional dimensions, once the effect of covariates is
removed. The question arises thus of the influence of covariates on the factor building.
Figure 3 shows the correlation between the factors estimated with the group covariates
( f̃ m

T )m=1,2 and without ( f̃ m)m=1,2. According to the graphics, there is a low group effect
for a few visits. Concerning the functional factor (Figure 3a), the visits at 12 months and
21 months exhibit a clear difference between groups. Indeed, f̃ 1

T < f̃ 1 for the concurrent

administration group (red), and f̃ 1
T > f̃ 1 for the sequential administration group (blue).
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TABLEAU 3 – For each measurement time, estimations of parameters p associated with matrix D1

from equation (1a) : intercept and treatment-group taken into account in each equation of model
(1). X1 corresponds to the functional dimension scores : physical (PF2), role (RF2), emotional (EF),
cognitive (CF), social (SF), body image (BRBI) and future perspective (BRFU).

Functioning dimensions
Visits p PF2 RF2 EF CF SF BRBI BRFU

Baseline µ0 82.81 85.38 75.05 75.73 91.52 84.75 60.23
δ 1.84 1.52 -1.49 2.84 0.44 2.31 1.08

3 months µ0 82.08 85.85 75.42 77.99 91.19 87.89 71.70
δ -1.29 -3.77 -1.10 1.57 0.00 -1.89 -5.66

6 months µ0 81.70 83.65 74.00 77.36 87.42 88.89 64.15
δ -0.88 1.05 0.37 1.55 -0.35 -2.32 3.20

12 months µ0 80.83 81.94 73.21 79.86 90.62 86.46 70.14
δ -5.74 -6.62 -3.65 2.19 -2.16 -3.12 -7.96

15 months µ0 82.80 81.00 74.56 79.67 90.00 89.50 68.00
δ 0.95 -1.51 -4.52 0.14 -2.18 -6.65 -3.90

18 months µ0 84.19 83.33 70.54 78.68 91.86 89.34 70.54
δ 1.18 -1.22 -0.83 3.03 -0.80 -6.41 -2.25

21 months µ0 85.83 82.29 78.30 80.90 90.62 88.19 65.97
δ -5.48 0.27 -9.31 -5.32 -3.03 -6.28 -3.18

24 months µ0 82.55 81.56 74.53 78.37 89.01 86.17 68.09
δ -0.46 2.55 -0.88 0.31 0.14 -2.84 -2.19

TABLEAU 4 – For each measurement time, estimations of parameters p associated with matrix D2

from equation (1b) : intercept and treatment-group taken into account in each equation of model
(1). X2 corresponds to the symptomatic dimension scores : fatigue (FA), nausea and vomiting (NV),
pain (PA), dyspnea (DY), insomnia (SL), appetite loss (AP), constipation (CO), diarrhoea (DI), fi-
nancial difficulty (FI), systemic therapy side effect (BRST), breast symptom (BRBS) and arm symp-
toms (BRAS).

Symptomatic dimensions
Visits p FA NV PA DY SL AP CO DI FI BRST BRBS BRAS

Baseline µ0 24.95 3.80 17.84 14.62 31.58 8.77 17.54 8.19 4.09 19.26 15.84 16.96
δ 0.64 0.66 1.51 -1.52 -1.82 -1.63 -1.47 -4.02 4.84 -1.38 -0.81 -2.77

3 months µ0 24.11 3.14 22.64 22.01 34.59 5.66 18.87 6.92 5.03 16.71 19.34 17.19
δ 6.81 1.89 5.35 -1.26 4.40 0.63 -3.77 -1.26 3.77 2.61 2.15 4.82

6 months µ0 26.94 3.14 25.16 18.24 38.36 9.43 13.21 8.80 5.03 19.06 18.92 21.91
δ -0.52 1.28 2.05 2.17 -5.71 -3.31 5.16 -3.36 0.41 -2.58 -2.37 -6.49

12 months µ0 28.01 4.51 27.43 18.75 40.28 6.25 14.58 5.56 6.94 18.14 17.88 21.99
δ 5.00 0.61 3.66 6.89 -1.18 5.29 4.65 3.42 -1.82 1.63 -0.20 -2.87

15 months µ0 26.78 4.67 26.67 18.00 38.67 8.67 14.00 8.67 3.33 18.45 13.72 16.33
δ 3.56 -0.82 -2.95 2.51 1.72 -2.90 -3.10 -2.90 1.15 1.95 1.02 -0.31

18 months µ0 31.01 3.88 20.93 15.50 42.64 10.85 12.40 7.75 6.20 18.11 13.18 14.99
δ -2.69 -1.44 6.71 -0.06 -8.49 -6.79 3.04 -0.43 -4.58 -0.96 4.44 3.58

21 months µ0 21.18 3.13 25.35 15.28 38.19 4.86 12.50 8.33 4.86 17.87 14.29 16.20
δ 8.92 2.69 -2.87 7.20 -0.21 2.89 2.23 -4.46 2.89 3.20 1.79 1.50

24 months µ0 22.70 3.55 23.76 16.31 32.62 7.09 12.06 7.80 9.22 18.22 13.18 14.78
δ 1.85 -1.22 1.43 0.74 -0.07 -1.67 7.32 -2.38 -2.24 -0.30 -0.45 3.05

This suggests for these visits, the sequential administration group had a functional health
status lower than the concurrent administration group. This confirms the estimation gi-
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4.2 Longitudinal analysis

ven in Table 3. However, no reason from the protocol allowed to explain the small diffe-
rence for these specific visits. Concerning the measurement model associated with the
symptomatic dimensions (Figure 3b), the estimation of the symptomatic factor is hardly
affected by the group covariate, with the exception of the visit at 3, 12 and 18 months.
Indeed, f̃ 2

T > f̃ 2 for the concurrent administration group (red) for these measurement

times, while for the sequential administration group f̃ 2
T < f̃ 2. The reverse situation for the

symptomatic health status is clinically consistent with the functional factor observations.
The symptomatic status of the sequential administration group is higher than that of the
concurrent administration group. The latter group seemed to have a low HRQoL given the
symptomatic health status for the three visits.

The estimation of factors is impacted by the taking into account of covariates when
modeling the dependent variable. When covariates are omitted, their effect on the HR-
QoL score is conveyed by the factors, the other variable(s) in T and the error term of the
measurement models. According to Figure 3a, a lower functional capacity for the sequen-
tial administration group caused a global decreasing of the functional factor in this group
when "group" covariate was not taken into account. By contrast, the functional factor for
the concurrent administration group increased. When the covariate effect is not consi-
dered in the model, the estimated factors will be biased with respect to the true hidden
factor.

The transversal analysis brought some punctual information on the difference or simi-
larity between the HRQoL at every measurement time across groups, information which
was not visible in the classical longitudinal studies by dimension. The sequential adminis-
tration group presented a better functional health status at the visits at 12 and 21 months
after the inclusion, and a lower symptomatic health status three months after the inclu-
sion than the concurrent administration group. Another strong advantage, the structural
equation model approach via the algorithm EM is to summarize the symptomatic and
functioning scores in two factors which will now be considered in the longitudinal step.

4.2 Longitudinal analysis

After considering the data in the transversely, we are interested in studying the global
perception of HRQoL over time. To achieve that, the LMM is used to link the measure-
ments of the same subject. Considering the GSH as the response variable y , the complete
LMM (Mc ) considered for this specific application is :

Mc : yi v = β0 +β1 f̃ 1
i v +β2 f̃ 2

i v +β3xi +β4tv

+β5xi tv +β6 f̃ 1
i v xi +β7 f̃ 2

i v xi +ξi 0 +ξi 1tv +εi v , (6)

where

• (
β j

)
j =0,...,7 are the fixed effects ;

• xi is the affiliation-indicator of the group : xi = 0 if the subject i received the concur-
rent treatment, and xi = 1 else (sequential administration) ;

• f̃ 1
i v and f̃ 2

i v are respectively the estimated functional and symptomatic factors for
subject i ;

• tv is the time (in month) elapsed since the inclusion (baseline, t0 = 0) and the visit
v .
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4 Application

(a) Functional factors ( f̃ 1)

(b) Symptomatic factors ( f̃ 2)

FIGURE 3 – Scatterplot of estimated factors with (for x-axis) and without (for y-axis) taking into ac-
count the treatment group covariate in the both measurement blocks and the dependent variable
y . The associated visit-date is mentioned on the top left corner of every plot. The concurrent treat-
ment administration is plotted in red and the sequential one in blue.
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TABLEAU 5 – Details of the LMM estimation. The fixed effects, the variance of random intercept
and the BIC associated with every model are given. γ is the difference between BIC

(
M`

)
and

BIC
(
M j

)
j =1,...,4.

Models β̂0 β̂1 β̂2 σ̂2
ξ0

σ̂2
ε BIC γ

M` 69.11 10.14 -7.61 78.77 160.40 6440.4 0
M1 68.97 15.89 n 92.91 168.14 6481.6 41.2
M2 69.07 n -15.17 77.89 180.71 6516.2 75.8
M3 69.12 8.65 -8.38 n 236.83 6568.2 127.8
M4 68.14 n n 225.64 245.65 6823.0 382.7

No interaction between the time and factors was taken into account, since factors
were estimated at every visit, and thus contain the visit-time information. To fit the model,
the lmer function of the R package lme4 was used32. The Bayesian information criterion
was used to select the model the most likely. The factors built while taking into account of
the group variable were not considered. In the longitudinal analysis, they were not used
because they seemed less relevant than the factors estimated without the knowledge of
group. From empirical data, the model

(
M`

)
found the most likely to explain the GSH

was :

M` : yi v = β0 +β1 f̃ 1
i v +β2 f̃ 2

i v +ξi 0 +εi v (7)

As anticipated from previous transversal results, no evolution of the GHS over time
was, found, nor any difference between groups. The time information included in the
factor, if any, is sufficient. There is no difference between groups at inclusion, as expec-
ted, because the patients were randomized. Table 5 gives the estimation details of a few
models (7). The functional factor seems to give twice as much information as the sympto-
matic factor to explain the GHS. The individual part conveyed by the random intercept is
the most informative component. This suggests that the HRQoL depends strongly of the
subject, and confirms the subjective specificity of the HRQoL endpoint. Moreover, if the
two factors are not taken into account to explain the GHS, there is a consequent loss of
information. Indeed, the two factors are rather strongly correlated (Figure 4, ρ = −0.81).
Thus, the absence of one is to some extent compensated by the other. Figure 4 shows that
each variable family is positively correlated with the corresponding factor.

5 Discussion

The new approach to study the HRQoL in oncology is original and suggests a new
course of action. The proposed method is presented to study the HRQoL from a global
point of view. The first strong point is the use of a structural equation model estimation
at every measurement time. This allows the estimation of each parameter and subject-
specific factor. A descriptive analysis can first be done on the estimated parameters at
each time. This can give hints as to the influence of observable variables included in the
model and allows to compare HRQoL dimension families or specific HRQoL dimensions.
From these results, some clinical interpretations can emerge and provide information on
how to perform longitudinal analysis. Moreover, the interpretation of coefficients in such
a model is the same as in the classical regression equation for each equation regression
of the model. One of the interests of the transversal step is to see the potentially different
changes across the visits. The strongest asset of our approach is the estimation of latent
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5 Discussion

FIGURE 4 – Correlation matrix between each HRQoL dimension score and the estimated factor
concerning the CO-HO-RT clinical trial data.
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factors. This allows to summarize the information of different variables into a single one
for every group of variables measuring a given concept. In the proposed structural equa-
tion model, two factors summarizing the functional health status and the symptomatic
health status are considered. After the first step, these factors are available for longitudi-
nal analysis. The second and final step performs longitudinal analysis of the global HRQoL
through the GHS study. In this article, the use of a classical LMM is proposed to assess the
global HRQoL over time as a function of covariates and factors. The two-step approach
performs a complete analysis of the HRQoL scores for clinical trial in oncology.

Longitudinal analyses of the functional and symptomatic parts may also be perfor-
med. Moreover, the influence of each dimension on the reflected factor was not presen-
ted in the results. To compare their influence, it is necessary to have homogeneous va-
riances across variables of the same family (assumption of the structural equation model
proposed). Then, the vector of coefficients (am)m=1,2 represents the intensities of links
between the dimensions of the family m and the associated factor

(
f m

)
m=1,2. Finally, we

have considered but a single factor reflected by all dimensions in each family. Indeed, this
seemed most appropriate for our data. But, for other data, we might imagine that symp-
tomatic or functional dimensions reflect several uncorrelated factors.

To consider that the HRQoL score is normally distributed is questionable as it always
is in clinical analyses of the HRQoL. Another consideration is questionable according to
the literature about our approach : the use of the GSH to represent the global HRQoL33.
The GHS is controversial and has to be used with caution because this HRQoL dimension
is likely to be affected by the Response Shift phenomena34;35. To remedy this situation,
at least two substitution global scores are proposed in literature, built from all measure-
ments of HRQoL dimensions. The first one is the difference between, on the one hand,
the sum of functional dimension scores and the GSH score, and, on the other hand, the
sum of symptomatic dimension scores except the financial difficulties36. This score be-
longs to the interval [−800;600] and is considered missing if any one of all HRQoL scores is
missing. More recently, a global summary score expressed on a scale from 0 to 100 is pro-
posed as the average of the twenty item responses of the questionnaire EORTC QLQ-C30,
given the reverse permutation of response categories of functional item37. This one seems
more relevant because such as calculation allows to take into account some weighting of
the dimensions according to their number of items. Indeed, the more items a dimension
contains, the stronger its contribution. In our structural model, we chose to use the global
health status score because its calculation is not derived from the other (symptomatic and
functional) scores. Using a score which depends on the other scores in our model is not
suitable because it would clearly ruin the exogeneity of the dependent score with respect
to the explanatory ones.
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4.5 Discussion, commentaires et perspectives

Alors qu’il pouvait y avoir autant d’analyses et de tests que de dimensions, l’emploi de l’ap-
proche EM comme étape préliminaire à l’analyse longitudinale du critère de qualité de vie
réduit le nombre d’analyses à une seule par visite. L’objectif de simplification de l’analyse
longitudinale de la HRQoL est donc bien satisfait. Pour y parvenir les estimations des deux
facteurs à chaque visite jouent le rôle de résumés du statut fonctionnel et du statut symp-
tomatique. Alors, à la seconde étape une seule modélisation linéaire mixte est réalisée et
constitue l’analyse longitudinale de la HRQoL où le statut global de santé est choisi comme
variable réponse. En effet, il est conjecturé comme représentatif de la HRQoL globale, ce qui
est discutable. D’ailleurs c’est une dimension controversée. Dans la littérature, il est conseillé
de l’utiliser avec prudence car :

— de manière longitudinale, elle serait susceptible d’être en désaccord avec les autres
dimensions ;

— elle serait sujette au phénomène de “Response Shift” (ref. Schwartz and Sprangers,
1999) ;

— elle est positionnée à la fin du questionnaire, ce qui influerait sur la qualité des réponses.

La nature gaussienne des données est elle aussi discutable. Bien qu’elles aient été pré-traitées
par la procédure de scoring, cela ne les rend pas gaussiennes pour autant. D’ailleurs la pro-
cédure de scoring limite les valeurs prises par les différentes variables par les bornes 0 et
100. De plus, les deux facteurs ont été établis de part la construction du questionnaire QLQ-
C30 comme résumant les statuts fonctionnel et symptomatique, or ces statuts pourraient
être envisagés comme composés de plusieurs facteurs et donc multidimensionnels. Étendre
l’approche EM à plusieurs facteurs par famille ou groupe de dimension est une perspective
qui s’inscrit dans les perspectives du chapitre 3. Mais dans le cadre de l’application de ce
chapitre, cette extension parâıt apporter peu d’information par rapport à la modélisation à
facteurs unidimensionnels. En effet, envisager plusieurs facteurs par groupe dans le cas de
familles comportant beaucoup plus de dimensions pourrait être intéressant mais ce n’est pas
le cas ici. En revanche, puisque le questionnaire QLQ-C30 est complété par le QLQ-BR23,
comparer la modélisation faite dans ce chapitre avec une modélisation où les deux facteurs
seraient bi-dimensionnels semble cohérent. Chaque facteur commun serait composé de deux
sous-facteurs résumant les dimensions issues du QLQ-C30 d’une part et celles issues du BR23
d’autre part. Concernant les deux facteurs du modèle linéaire de la seconde étape, leurs esti-
mations sont obtenues avec une forte corrélation de -0.8. Cela pousse à considérer une relation
de cause à effet supplémentaire entre les deux facteurs. Il serait intéressant d’estimer un tel
modèle et de procéder à une comparaison avec les résultats de l’application. Les facteurs ne
seraient alors plus indépendant et cela semble avoir du sens car il est fort probable qu’un
patient subissant de forts symptômes verra son statut fonctionnel impacté. Par exemple, une
forte fatigue aura des conséquences sur les capacités physiques, tout comme des difficultés
financières peuvent avoir des conséquences sur le statut social.
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Conclusion

Ce travail a porté sur l’estimation des modèles à équations structurelles et de leurs variables
latentes. Après avoir passé en revue les deux principaux paradigmes actuels d’estimation
que sont les méthodes de moindres carrés partiels sur composantes et LISREL, nous avons
proposé une méthode d’estimation fondée sur la maximisation, via EM, de la vraisemblance
globale du modèle.
Nous récapitulons ci-après l’ensemble des apports de ce travail, en soulignons les limites, et
esquissons quelques perspectives de recherches.

Apports

L’apport principal de ce travail de thèse est le développement de la méthode d’estimation par
algorithme EM du maximum de vraisemblance et la reconstruction des facteurs latents d’un
modèle à une équation structurelle. Nous avons procédé à l’extension de ce développement
à un modèle multi-blocs avec adjonction de covariables additionnelles à chaque bloc. Cette
méthode a été programmée sous R. Une analyse de sensibilité a été conduite afin d’évaluer
les performances de la méthode, qui se sont révélées satisfaisantes. Une étude sur des données
simulées a montré son efficacité et sa vitesse de convergence.
À la faveur d’une application sur des données réelles environnementales, nous avons montré
comment construire pratiquement un modèle, et en évaluer la qualité.
Lors de l’application à l’étude de la qualité de vie dans le domaine de la cancérologie, nous
avons montré comment la méthode pouvait être utilisée à l’intérieur d’une modélisation plus
complexe pour l’étude de données longitudinales. Nous avons ainsi montré que grâce à une
réduction efficace de la dimension des données, elle simplifiait l’analyse longitudinale de la
qualité de vie en évitant les tests multiples et pouvait ainsi aider les praticiens à évaluer plus
facilement le bénéfice clinique d’un traitement.

Limites et perspectives

L’application à la qualité de vie a toutefois révélé une partie des limites de ce travail. La
forte corrélation entre les facteurs estimés lors de l’application présentée au chapitre 4 nous
pousse à envisager des relations structurelles supplémentaires. En effet, le modèle pour lequel
l’approche est développée est trop simple, malgré le début de généralisation proposé au cha-
pitre 3. L’approche est encore embryonnaire et il faut l’étendre de sorte à pouvoir traiter des
modélisations structurelles plus riches. En effet, les relations structurelles devraient pouvoir
en pratique impliquer des variables catégorielles comme des liaisons non-linéaires.
Une première perspective pourrait être d’étendre l’approche aux modèles linéaires généralisés.
Les variables pourraient alors être discrètes : catégorielles ou de comptage. Par ailleurs, nous
pouvons sans grande difficulté envisager la modélisation des interactions entre les variables
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à la fois dans les modèles de mesure et dans le modèle structurel. Parmi les généralisations
à envisager, il y a aussi la prise en compte de plusieurs facteurs par blocs, ces derniers étant
souvent en pratique fondamentalement multi-dimensionnels. La difficulté de cette dernière
extension est essentiellement technique, étant liée aux contraintes d’identifiabilité supplé-
mentaires. Enfin, l’illustration de l’utilisation de l’approche au chapitre 3 n’est pas suffisante
et mérite d’être enrichie par un indice de validation de modèle. Ainsi, en tenant compte de
toutes ces perspectives, la méthode numérique devra être complexifiée de manière à devenir
plus générique.
Parmi les perspectives plus proches, nous envisageons la création d’un package R facile d’uti-
lisation avec des pages d’aide et contenant toutes les fonctionnalités proposées en perspective
afin que la procédure soit plus complète. À l’aide de ce package, nous conduirons la réalisation
d’une étude comparative complète entre l’approche EM et celles de PLS et LISREL.
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ANNEXE A

Démonstrations aboutissant aux formules des estimateurs des paramètres
du modèle de LISREL

Démonstration 1. Soit la fonction,

F (B,Ψ) = log|ΣY |+ tr
(
SΣY

−1)− log|S| − q
que nous cherchons à minimiser. Pour des raisons de simplification de calculs, nous choi-
sissons ΣY = BB′ + Ψ avec B de dimension (q × K). Ce qui est équivalent à la dé-
finition de ΣY faite aux chapitres précédents où ΣY = B′B + Ψ avec B de dimension
(K × q). K correspond toujours au nombre de facteurs et ΣY reste de dimension (q × q).
Nous nous plaçons sous l’hypothèse que les facteurs sont orthogonaux et non corrélés avec
Ψ = diag(σ2j )j∈J1,qK = diag(σ2i )i∈J1,qK inconnue. En effet, lorsque K > 1 il y a trop de para-

mètres à spécifier de manière unique. Rappelons que S = 1
n

∑n
i=1(yi−µ)′(yi−µ) et introdui-

sons les notations suivantes :
S = [sij ]{i,j}∈J1,qK2 ,

la matrice de variance-covariance observée des yi et les deux matrices inconnues :

ΣY = [σY ;ij ]{i,j}∈J1,qK2

et
B = [bik]i∈J1,qK;k∈J1,KK.

Ainsi, à partir de ΣY = BB′ + Ψ on obtient pour (i 6= j) :{
σY ;ii =

∑K
k=1 b

2
ik + σ2i

σY ;ij =
∑K

k=1 bikbjk

Afin d’obtenir la dérivée partielle (1.25) pour Ψ fixé, nous allons expliciter les deux dérivées

partielles ∂
∂B
log|ΣY | et ∂

∂B
tr
(
SΣY

−1
)

, toutes deux pour Ψ fixé.

1. Explicitons ∂
∂B
tr
(
SΣY

−1
)

pour Ψ fixé :

Pour cela nous introduisons quelques notations et résultats que nous justifierons au fur
et à mesure. Le premier résultat est le suivant :

tr
(
SΣY

−1)
=
∑
ij

sijσ
ij
Y =

∑
ij

sij
ΣY ji

|ΣY |
(A.1)

où,
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— σijY est l’élément de la i-ème ligne et de la j-ème colonne de ΣY
−1

, c’est à dire

ΣY
−1

= [σijY ]{i,j}∈J1,qK2 ;

— ΣY ij est le cofacteur de σY ;ij dans |ΣY | qui correspond au produit de (−1)i+j par
le déterminant de la matrice ΣY privée de la ligne i et de la colonne j.

La partie droite de l’égalité (A.1) est justifiée par le fait qu’il peut être démontré que :

|ΣY | =
∑
j

σY ;ijΣ
Y
ij =

∑
j

σY ;jiΣ
Y
ji (A.2)

et que pour i 6= l,

|ΣY | =
∑
j

σY ;ijΣ
Y
lj =

∑
j

σY ;jlΣ
Y
jl = 0

Ainsi, si ΣY est non singulière, on peut définir ΣY
−1

= [σijY ] par :

σijY =
ΣYji

|ΣY |
(A.3)

d’où le résultat (A.1). De plus, puisque ΣY est symétrique, nous avons ΣYji = ΣYij. À
partir de ces résultats que nous venons de justifier, nous allons utiliser la partie de
droite de l’égalité (A.1) qui est de la forme suivante,

∑
uw

suw
ΣY uw

|ΣY |
(A.4)

pour réécrire tr
(
SΣY

−1
)

et en expliciter la dérivée partielle par rapport à B. Nous

introduisons les indices u et w pour faciliter les calculs des dérivées et nous distinguons
u et w respectivement de i et j. Le terme suw ne dépendant de B, le calcul de la dérivée

partielle souhaitée revient au calcul de la dérivée du produit ΣY uw.
1

|ΣY |
.

Or, la dérivée du cofacteur ΣY uw par rapport à bik est,

2bjkΣ
Y
uw,ij

où i 6= u et j 6= w.
En effet, chercher la dérivée du cofacteur ΣY uw revient à chercher la dérivée du deter-
minant de la matrice ΣY privée de u et w que nous allons noter ΣY uw.
Pour u 6= i et w 6= j, la dérivée du déterminant peut s’écrire comme suit,

∂|ΣY uw|
∂bik

=
∑
i,j

∂ΣY uw

∂σY ;uw,ij

∂σY ;uw,ij

∂bik

=
∑
i,j

∂ΣY uw

∂σY ;uw,ij
bjk

=
∑
j

2ΣYuw,ijbjk

(A.5)

où ΣYuw,ij est le cofacteur de σY ;ij dans ΣYuw. Ce résultat est obtenu car d’après (A.2)
la dérivée du determinant correspond au cofacteur. En effet, d’après (A.2),

|ΣYuw| =
∑
j

σY ;uw,ijΣ
Y
uw,ij
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Et puisque ΣYuw est symétrique,

ΣYuw,ij = ΣYuw,ji

ainsi, pour i 6= j,
∂|ΣY uw|
∂σY ;uw,ij

= 2ΣY uw,ij .

Explicitons la dérivée partielle de
1

|ΣY |
par rapport à bik :

∂

∂bik

(
1

|ΣY |

)
= −∂|Σ

Y |
∂bik

1

|ΣY |2

= −2
∑
j

bjk
ΣYij

|ΣY |2
.

En effet, |ΣY | =
∑

j σY ;ijΣ
Y
ij et comme fait en (A.5),

∂|ΣY |
∂bik

=
∑
ij

∂|ΣY |
∂σY ;ij

∂σY ;ij

∂bik

=
∑
j

2ΣYijbjk

En utilisant la formule de la dérivée du produit de deux fonctions, pour u 6= i et w 6= j,
on en déduit le résultat,

∂tr
(
SΣY

−1
)

∂B
= 2

∑
uwj

suwbjkΣ
Y
uw,ij

1

|ΣY |
−
∑
uw

suwΣ
Y
uw2

∑
j

bjk
ΣYij

|ΣY |2
. (A.6)

Pour obtenir une écriture plus élégante de ce résultat, nous utilisons le théorème de
Jacobi d’après lequel,

ΣYuw,ij |ΣY | = ΣYuwΣ
Y
ij −ΣYujΣYiw.

Si ΣY est non singulière, en multipliant ce résultat par |ΣY |−1, et en l’injectant dans
(A.6), il vient après simplification,

∂tr
(
SΣY

−1
)

∂bik
= −2

∑
juw

suwbjkΣ
Y
ujΣ

Y
iw

1

|ΣY |2

= −2
∑
juw

suwbjkσ
Y
juσ

Y
wi

(A.7)

en utilisant (A.3).

2. Explicitons ∂
∂B
log|ΣY | pour Ψ fixé :

∂log|ΣY |
∂bik

=
∂|ΣY |
∂bik

1

|ΣY |

= 2
∑
j

ΣYijbjk
1

|ΣY |

= 2
∑
j

bjkσ
Y
ji .

(A.8)
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Ainsi, à partir des deux dérivées (A.7) et (A.8), on en déduit,

∂F

∂bik
= 2

∑
j

bjkσ
ji
Y − 2

∑
iuw

bjkσ
ju
Y suwσ

wi
Y .

D’où l’écriture matricielle,

∂F

∂bik
= 2B′ΣY

−1 − 2B′ΣY
−1
SΣY

−1

= 2B′
(
I −ΣY −1S

)
ΣY
−1

= 2B′
(
ΣY
−1
ΣY −ΣY −1S

)
ΣY
−1

= 2B′ΣY
−1 (

ΣY − S
)
ΣY
−1

= 2ΣY
−1 (

ΣY − S
)
ΣY
−1
B

(A.9)

car la matrice ΣY
−1 (

ΣY − S
)
ΣY
−1

est symétrique. �

Démonstration 2 (Démonstration du résultat (1.26)). Nous gardons les notations introduites
dans la démonstration précédente.

1. Explicitons ∂
∂Ψ
tr
(
SΣY

−1
)

pour B fixé :

Pour cela nous devons calculer la dérivée partielle ∂
∂σ2

i

(
ΣYji

1

|ΣY |

)
. Or, les termes σ2i

sont présents uniquement sur la diagonale de ΣY = BB′ + Ψ et sont de la forme

σ2Y ;ii = b2ik + σ2i . Ainsi, pour chacune des dérivée à expliciter
∂ΣY

ji

∂σ2
i

et ∂
∂σ2

i

(
1

|ΣY |

)
, il

suffit de reprendre pour i = j les calculs de la démonstration précédente concernant la

dérivée de tr
(
SΣY

−1
)

par rapport à bik. On en déduit alors aisément le résultat,

∂

∂σ2i
tr
(
SΣY

−1)
= −

∑
iuw

suwσ
iu
Y σ

wi
Y . (A.10)

2. Explicitons ∂
∂Ψ
log|ΣY | pour B fixé :

De même, il suffit de reprendre les calculs de la démonstration précédente pour i = j
et σ2Y ;ii = b2ik + σ2i . On obtient alors,

∂

∂σ2i
log|ΣY | =

∑
i

ΣYij
1

|ΣY |

=
∑
i

σiiY

(A.11)

et d’après (A.10) et (A.11), on en déduit,

∂F

∂σ2i
=
∑
i

σiiY −
∑
iuw

σiuY suwσ
wi
Y .

D’où l’écriture matricielle,

∂F

∂Ψ
= diag

(
Σ−1Y −Σ

−1
Y SΣ−1Y

)
. (A.12)

�
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Démonstration 3 (Démonstration du résultat (1.28)). Rappelons, la fonction à minimiser,

F (B,Ψ) = log|ΣY |+ tr
(
SΣY

−1)− log|S| − q
Pour obtenir les formules (1.28) des estimateurs B̂ et Ψ̂ (µ̂ s’obtient de manière triaviale, cf.

(1.20) et (1.23)), nous allons résoudre ∂F
∂(B,Ψ)

= 0. Nous noterons, Σ̂Y = B̂′B̂ + Ψ̂.

{
∂F
∂B

= 0
∂F
∂Ψ

= 0
⇔


B̂′Σ̂Y

−1
− B̂′Σ̂Y

−1
SΣ̂Y

−1
= 0

diag

(
Σ̂Y
−1
− Σ̂Y

−1
SΣ̂Y

−1
)

= 0

⇔


B̂′ − B̂′Σ̂Y

−1
S = 0

diag

((
Σ̂Y − B̂B̂′

)(
Σ̂Y
−1
− Σ̂Y

−1
SΣ̂Y

−1
))

= 0

⇔


B̂′ − B̂′Σ̂Y

−1
S = 0

diag

(
I − SΣ̂Y

−1
− B̂B̂′Σ̂Y

−1
+ B̂B̂′Σ̂Y

−1
SΣ̂Y

−1
)

= 0

⇔


B̂′ − B̂′Σ̂Y

−1
S = 0

diag

(
I − SΣ̂Y

−1
− B̂

[
B̂′ − B̂′Σ̂Y

−1
S

]
Σ̂Y
−1
)

= 0

⇔


B̂′ − B̂′Σ̂Y

−1
S = 0

diag

(
I − SΣ̂Y

−1
)

= 0
⇔


B̂′ − B̂′Σ̂Y

−1
S = 0

diag

(
Σ̂Y
−1
− S

)
= 0

Dans un objectif de simplification pour l’implémentation informatique des algorithmes itératifs
utilisés en pratique, les identités de Lawley et Maxwell ont été utilisées (cf. (1.27)). En voici
une réécriture selon les notations choisies pour les démonstrations où en particulier B de
dimension (q ×K) et non (K × q) et où nous introduisons J = B′Ψ−1B.

ΣY
−1

= Ψ−1 − Ψ−1B(I + J)−1B′Ψ−1 (A.13)

B′ΣY
−1

= (I + J)−1B′Ψ−1. (A.14)

En injectant (A.14) dans la première équation du système, on obtient,

B′ = (I + J)−1B′Ψ−1S

⇔ (I + J)B′ = B′Ψ−1S

⇔ B′ + JB′ = B′Ψ−1S

⇔ JB′ = B′Ψ−1S −B′

⇔ B′ = J−1
(
B′Ψ−1S −B′

)
⇔ B′ = J−1

(
B′Ψ−1S −B′Ψ−1Ψ

)
⇔ B′ = J−1B′Ψ−1 (S − Ψ)

(A.15)

d’où,

B̂′ = J−1B′Ψ−1 (S − Ψ) . (A.16)
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Concernant la seconde équation du système,

diag
(
ΣY − S

)
= 0

⇔ ∀i, σY ;ii = sii

⇔ ∀i, σ2i +

K∑
k=1

b2ik = sii

⇔ ∀i, σ2i = sii −
K∑
k=1

b2ik

(A.17)

ce qui est équivalent à l’écriture matricielle,

Ψ̂ = diag
(
S − B̂B̂′

)
. (A.18)

�
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ANNEXE B

Compléments à la deuxième étape de l’algorithme de Jöreskog

Pour compléter l’algorithme proposé par Jöreskog, cette annexe détaille les étapes 2.(a) et
2.(b) c’est à dire, le calcul du gradient e et les formules utilisées pour la matrice information de

Fisher E

[(
∂F
∂Ψii

∂F
∂Ψjj

)
Ψ=Ψ[t]

]
. Décrivons d’abord la procédure de calcul itérative du gradient

e de l’étape 2.(b). La procédure qui va suivre est une version simplifiée de celle présentée par
Jöreskog (1969). En effet, dans cette dernière un paramètre Φ supplémentaire est présent dans
l’ensemble des paramètres θ. J’ai fait le choix de ne pas le présenter car souvent dans le cadre
des hypothèses il est supposé contraint à la matrice identité. Et c’est sous cette hypothèse la
que je présente la procédure itérative :
Tout d’abord, lors d’une étape préliminaire, la valeur de log|S|+q est calculée et stockée pour
être utilisée à chacune des itérations où le calcul de la valeur de F est fait.

1. Calcul de :

— J = B′Ψ−1B ;

— IK + J ;

— A = (IK + J)−1 qui est facile à calculer car IK + J est diagonale.

2. Calcul de :

det
(
ΣY
)

=

(
q∏
i=1

Ψii

)
(det (I + J)) ; (B.1)

3. Calcul de B = Ψ−1 − Ψ−1BAB′Ψ−1 = ΣY
−1

;

4. Calcul de C = SB = SΣY
−1

et tr (C) = tr
(
S
(
ΣY
−1
))

;

5. Calcul de la valeur courante de la fonction F en utilisant les étapes 2., 4. et l’étape
préliminaire.

6. Calcul de D = B−BC = ΣY
−1 (

ΣY − S
)
ΣY
−1

;

7. Calcul de E = DB ;

8. Calcul du gradient :

e =
∂F

∂θ
=

(
∂F

∂B
,
∂F

∂Ψ

)
= (2E, diag(E)) .
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L’équation (B.1) se retrouve facilement avec la formule suivante des identités de Maxwell
(1.27) :

ΣY
−1
B′ = Ψ−1B′(I +BΨ−1B′)−1

⇒ det
(
ΣY
−1)

det
(
B′
)

= det
(
Ψ−1

)
det
(
B′
)
det (A)

⇔ det
(
ΣY
)

= det (Ψ) det
(
A−1

)
⇔ det

(
ΣY
)

= tr (Ψ) det (IK + J) .

Pour finir, décrivons les formules utilisées lors de l’étape 2.(a) décrivant la procédure de

calcul itérative de la matrice information de Fisher E

[(
∂F
∂Ψii

∂F
∂Ψjj

)
Ψ=Ψ[t]

]
. Ces formules ont

été calculées par Lawley (1967) en ne tenant compte ni de la structure de covariance, ni de la
loi de Wishart que suit la matrice S. De manière indépendante, Lockhart (1967) a lui aussi
calculé ces formules mais nous ne présenterons que celles de Lawley que nous limiterons aux
différents paramètres de θ privé de Φ pour les raisons évoquées plus haut :

1. E
[

∂2
F

∂bir∂bjs

]
= 2

(
σijγrs + ηisηjr

)
;

2. E
[

∂2
F

∂bir∂Ψjs

]
= 2σijηjr ;

3. E
[

∂2
F

∂Ψii∂Ψjj

]
=
(
σij
)2

.

Où η = ΣY
−1
B de dimension (q ×K) et γ = B′ΣY

−1
B de dimension (K ×K).
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ANNEXE C

Questionnaire EORTC QLQ-C30 spécifique au cancer

131



Page 132



ANNEXE D

Questionnaire EORTC QLQ-BR23 spécifique au cancer du sein
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Références

Bibliographie

Anderson, J. C. and Gerbing, D. W. (1984). The effect of sampling error on convergence,
improper solutions, and goodness-of-fit indices for maximum likelihood confirmatory factor
analysis. Psychometrika, 49(2) :155–173. 29

Anderson, T. W. and Rubin, H. (1956). Statistical inference in factor analysis. In Procee-
dings of the third Berkeley symposium on mathematical statistics and probability, volume 5,
page 1. 38

Andrade, D. t. F. and Helms, R. W. (1984). Maximum likelihood estimates in the multivariate
normal with patterned mean and covariance via the em algorithm. Communications in
Statistics - Theory and Methods, 13(18) :2239–2251. iv

Arbuckle, J. L., Marcoulides, G. A., and Schumacker, R. E. (1996). Full information esti-
mation in the presence of incomplete data. Advanced structural equation modeling : Issues
and techniques, 243 :277. iv, 32, 35

Azria, D., Belkacemi, Y., Romieu, G., Gourgou, S., Gutowski, M., Zaman, K., Moscardo,
C. L., Lemanski, C., Coelho, M., Rosenstein, B., et al. (2010). Concurrent or sequential
adjuvant letrozole and radiotherapy after conservative surgery for early-stage breast cancer
(co-ho-rt) : a phase 2 randomised trial. The lancet oncology, 11(3) :258–265. 89, 99
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Jöreskog, K. and Yang, F. (1997). Estimation of interaction models using the augmented
moment matrix : Comparison of asymptotic standard errors. SoftStat, 97 :467–478. 32, 39
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Approche EM pour modèles multi-blocs à facteurs à une équation
structurelle

Myriam Tami

Résumé : Les modèles d’équations structurelles à variables latentes permettent de modé-
liser des relations entre des variables observables et non observables. Les deux paradigmes
actuels d’estimation de ces modèles sont les méthodes de moindres carrés partiels sur
composantes et l’analyse de la structure de covariance. Dans ce travail, après avoir décrit les
deux principales méthodes d’estimation que sont PLS-PM et LISREL, nous proposons une
approche d’estimation fondée sur la maximisation par algorithme EM de la vraisemblance
globale d’un modèle à facteurs latents et à une équation structurelle. Nous en étudions les
performances sur des données simulées et nous montrons, via une application sur des données
réelles environnementales, comment construire pratiquement un modèle et en évaluer la
qualité. Enfin, nous appliquons l’approche développée dans le contexte d’un essai clinique
en cancérologie pour l’étude de données longitudinales de qualité de vie. Nous montrons
que par la réduction efficace de la dimension des données, l’approche EM simplifie l’analyse
longitudinale de la qualité de vie en évitant les tests multiples. Ainsi, elle contribue à faciliter
l’évaluation du bénéfice clinique d’un traitement.

Mots-clés : Analyse de données, méthodes d’estimation, modèles à équations structurelles,
modèles à facteurs, variables latentes, algorithme EM.

EM estimation of a structural equation model

Myriam Tami

Abstract: Structural equation models enable the modeling of interactions between observed
variables and latent ones. The two leading estimation methods are partial least squares on
components and covariance-structure analysis. In this work, we first describe the PLS-PM
and LISREL methods and, then, we propose an estimation method using the EM algorithm
in order to maximize the likelihood of a structural equation model with latent factors.
Through a simulation study, we investigate how fast and accurate the method is, and thanks
to an application to real environmental data, we show how one can handly construct a
model or evaluate its quality. Finally, in the context of oncology, we apply the EM approach
on health-related quality-of-life data. We show that it simplifies the longitudinal analysis of
quality-of-life and helps evaluating the clinical benefit of a treatment.

Key words: Data analysis, estimation methods, structural equation models, factors models,
latent variables, EM algorithm.
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